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Chapitre 1

Exemples introductifs

Les premiers théoremes limites qu’on apprend généralement en probabilités sont la loi
des grands nombres et le théoreme central limit. L’objectif de ce cours est de présenter
quelques résultats classiques qui étendent en quelque sorte ces théoremes au cas ou les
variables aléatoires sont a valeurs dans des espaces de dimension infinie, typiquement des
espaces fonctionnels.

1.1 Changement d’échelle pour les chaines de Markov

Théoréme 1.1 (Loi forte des grands nombres de Kolmogorov!). Soit (2, F,P) un es-
pace de probabilités et (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles ii.d.. Alors on a
équivalence entre :

R
(i) nz;X@- b P
1=

(ii) X, € L'(P).

Dans le cas ot l'une de ces propriétés est vérifiee, u = EX,.

Remarque 1.2. Des généralisations de la LGN en dimension infinie existent (voir e.g.
Kuelbs-Zinn, Ann. Probab. 79). Cependant, ces généralisations ne couvrent pas les cas
qui nous intéresseront, soit parce que les espaces fonctionnels sont trop restrictifs, soit
parce que nos variables ne seront plus indépendantes.

Rappel sur le CLT : on a de la convergence pour des v.a. réelles, iid, et de variance
finie. On va étudier des situations plus complexes, ol les variables aléatoires sont dans des
espaces fonctionnels et/ou interagissent entre elles (i.e. elles sont corrélées).

Le TCL fournit une vitesse de convergence dans la loi des grands nombres.

Théoréeme 1.3 (Théoreme Central Limit). Soit (Q, F,P) un espace de probabilités et
(Xn)nen une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. ayant une variance o finie. Alors

1\~ . )
\/ﬁﬁ ie1 (Xi —EXi) (@)
g n—-+oo
1. Mathématicien russe, 1903-1987. Célebre pour sa formalisation des fondements de la théorie des pro-
babilités, les Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung parus en 1933. D’importantes contributions
également en théorie de la turbulence.

N(0,1).




On observe ici une premier phénomene dit “d’universalité” : quelque soit la loi des X,
(de second moment fini), la loi limite dans le TCL est une gaussienne. Nous en rencontre-
rons d’autres.

1.1.1 Théoreme de Donsker

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires i.i.d. telles que P(X,, = 1) = P(X,, = —1)
%. La suite

n
Sp = ZXZ’ n €N,
=0

est une marche aléatoire simple sur Z.

FIGURE 1 — Marche aléatoire sur Z.

Considérons une extension en temps continu de {S,},en. Ainsi, on notera

/Wv/t(l) =Sy . tERy,
Wt(l) :SI.tJ +(t— LtJ)Xl_tJ-f—l 5 t€R+

OnaWW e C(R,) et w e D(R,), I'espace des fonctions cadlag?. On voit que c’est
W qui est représentée dans la Figure 1.

Réalisons désormais I'expérience suivante : Accélérons le temps d'un facteur n dans
le processus W, A t > 0 fixé, si on laisse tendre n — 400, on sait par la LGN que
/vag) — 0 p.s. et que ﬁ’vf/&) @ N(0,+/t) par le TCL.

Ainsi, si on souhaite observer de loin une marche aléatoire, le bon changement d’échelle
doit se faire a la vitesse 1/n sur ’'axe des ordonnées lorsque ’accélération est en n en temps.
C’est le “bon” changement, au sens ou tout autre vitesse induirait une limite dégénérée
(o0 si on va trop vite, 0 sinon).

On notera désormais

1
n

n 1
Wt():% . teRy,

el 1 —
Wt():% . teRy.

2. continues a droite avec une limite & gauche en chaque point.
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Pour des temps 0 < t; < t5 < ...tg, une généralisation multidimensionnelle du TCL
entraine que

(Nt(ln),...7W(")> @(le'-aNl-i-'“—i-Nk),

ty

ou Ni,...,N; sont des des gaussiennes centrées indépendantes de variance respectives
ti,tg — 11, oyt — t—1.

Bien qu’intéressante, cette limite ne permet néanmoins pas d’approcher des fonction-
nelles telles que SUPye(0,1] Wt(oo), ott W(®) représente une éventuelle limite de W™,

Le théoreme de Donsker va un cran plus loin, puisqu’il ne considere pas des limites de
variables aléatoires comme évoquées précédemment avec le TCL, mais donne la conver-
n Trr(n
gence des processus {Wt( )}t€R+ et {Wt( )}t€R+.

Théoréme 1.4 (Donsker). Soit (Q, F,P) un espace de probabilités et (X )nen une suite
de variables aléatoires réelles i.i.d. centrées ayant une variance o finie. Alors

>> La suite de processus (%V[N/("))neN converge en loi dans 'espace D(Ry) vers le mou-
vement brownien standard ;

> La suite de processus (%W(n))neN converge en loi dans l'espace C(R4.) vers le mou-
vement brownien standard.

Ce théoreme se généralise assez naturellement dans R?. La limite est alors un mouve-
ment brownien de R?, c¢’est-d-dire un processus a valeurs dans R? dont les composantes
sont des browniens indépendants.

On verra que la preuve repose sur un argument de compacité dans P(C(R4)) (resp.
P(D(R4))), espace des mesures de probabilité sur C(Ry) (resp. D(Ry)).

1.1.2 Théorie de Stroock-Varadhan sur approximation des diffusions

Au-dela de la convergence de la marche aléatoire simple vers le MB, on peut s’intéresser
a la convergence de chaines de Markov renormalisées vers des processus de diffusions.

Nous prenons I'exemple ici de I'urne d’Ehrenfest?. L’expérience est la suivante : on
considére deux urnes A et B reliées entre elles par un étroit tunnel et remplies de NV
molécules de gaz. A chaque instant (discret), on tire aléatoirement une molécule et on la
change d’urne.

Notons Y," le nombre de molécules dans I'urne A au temps n € N. YV est une chaine
de Markov a valeurs dans {0, ..., N} dont les probabilités de transition sont données par :

PN, =m+1|YN =m)=m

PYN,=m—-1|Y,N=m)="1%

,neN, me{0,...,N}.

On devine assez facilement que lorsque IV et n sont grands, %YN devrait tendre vers %

par une sorte de loi des grands nombres. On peut étre plus précis que cela en considérant,

3. Physicien autrichien, 1880-1933. Etudiant de Ludwig Boltzmann. A propos de ces deux-la, et en
guise d’avertissement, voici une citation de D.L. Goodstein au début de son livre “States of Matter” :

Boltzmann, who spent much of his life studying statistical mechanics, died in 1906, by his

own hand. Paul Ehrenfest, carrying on the work, died similarly in 1933. Now it is our turn
to study statistical mechanics. Perhaps it will be wise to approach the subject cautiously.
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FI1GURE 2 — Modele d’urne d’Ehrenfest.

comme pour la marche aléatoire dans la section précédente, un processus changé de temps
et renormalisé. Soit done {X{¥}4¢(o 1] défini pour tout N € N* par

N
v Yy — /2
t \/N

Théoréme 1.5. La suite de processus (XV)nen+ converge en loi dans l’espace D(]0,1])
vers le processus d’Ornstein-Uhlenbeck, solution de ’EDS :

, t€10,1].

dXy = — X dt + dW;.

Ainsi le processus d’Ornstein-Uhlenbeck décrit les fluctuations autour de la moyenne
(~ %) du nombre de molécules dans I'urne A lorsque N est grand et le temps est accéléré
d’un facteur N.

Le théoreme précédent sera énoncé et prouvé de fagon plus générale pour diverses
chaines de Markov et nous identifierons & chaque fois la limite comme solution d’une
équation différentielle stochastique (EDS). Nous verrons que la preuve repose & nouveau
sur un argument de compacité. Il faudra ensuite montrer que toute-suite qui converge,
converge vers le méme objet. Pour identifier cette objet, nous aurons recours a ce qu’on
appelle un probleme de martingales.

Comme son nom l'indique, cette théorie est issue des travaux de Stroock et Varadhan
(voir notamment le chapitre 11 de [18]).

1.2 Limites champ moyen

1.2.1 Particules déterministes et équation de Vlasov

Considérons un ensemble de particules ponctuelles toutes chargées négativement, par
exemple des électrons. Les lois fondamentales de la dynamique donnent pour le mouvement
de ces électrons, le systéme d’équations suivant, ot X} représente la position de la particule
1

2 N , 4
—=Xi =Y FX]-X]), i=1...N, t>0, (1.1)

dt ,
7=1



avec FO(z) = VV(z) pour tout z € R? et V le potentiel coulombien V (x) = am, aeR.
En introduisant V! = %X}, on obtient le systeme d’EDO d’ordre 1 suivant :
i =1...N, t>0. (1.2)
d ZFO X’L X]) ’ ? )
7=1
Quitte & changer légerement le formalisme du probleme, posons z = (z,v), 2/ =

(2',0") € RS,
-0 v
F (Z?Z,) = ( FO(.’,U _ 33”) ) € RGa

avec x représentant la coordonnée de position, v la coordonnée de vitesse. En posant

) X!
Zy = < ‘/ti >, le probleme s’écrit alors

—ZZ—ZF (Zi,Z]), i=1...N, t>0. (1.3)

On considérera donc des équations sous cette forme plutot que sous la forme cinétique
(1.1)-(1.2).

Suivant la nature du noyau d’interaction F°, les théoremes de Cauchy-Lipschitz don-
neront 'existence et I'unicité globale ou locale d’une solution de (1.3). Ainsi, la solution
n’est que locale dans le cas du potentiel de Coulomb. Par ailleurs, le temps 7™ d’existence
de la solution dépend a priori du nombre N de particules...

Remise a 1’échelle du probléeme.

Lorsque le systeme est composé d’un grand nombre de particules, il est naturel de
considérer la limite N — 4o00. Mais au préalable, il est nécessaire de s’interroger sur
Pordre de grandeur de la somme dans I'équation (1.3). A priori, on aimerait que cette
somme reste un O(1) lorsque N — +o0.

Premiere solution, accélérer le temps d'un facteur v N dans I’équation (1.1) pour ob-
tenir une équation satisfaite par X’Z = Xh

d2

N
~. 1 ~ o~
@XZ:NZFO(XZ—XQ; i=1...N, t>0.

Jj=1

La justification physique d’un tel changement d’échelle n’apparait pas forcément évidente.

Deuxieme solution, on considere le systeme de N particules a “masse” totale constante
égale a 1. Alors il faut tenir compte de la masse 1/N de chaque particule quand on écrit
le principe fondamental de la dynamique (1.1), de méme qu’il faut tenir compte des ca-
ractéristiques “physiques” de la force F°. Ainsi, pour F° une force de type gravitationnelle,
le produit des masses des deux particules intervient dans chaque terme FO9(X} - X]). Par
conséquent, FY(X} — X}) =: ﬁFO(Xf — X7, ot on considere que F ne dépend plus de
N, contrairement & F°. Alors

N

d2
X Z X}y, i=1...N, t>0,
=1



ce qu’on résume de la fagon suivante :

N

d . 1 L

%Z;ZNE:F(Z;,ZZ), i=1...N, t>0. (1.4)
Jj=1

Limite N — 4oo0. Ce type de limite est tres étudiée en théorie cinétique des gaz, et
constitue un bon modele pour les plasmas.

On considére désormais uniquement 1’équation (1.4) avec des particules & valeurs dans
R?. Le bon objet & considérer pour étudier la limite N — +oo est la mesure empirique du

systeme, donnée par :
1N
N _ Z ,
e = 20z
i=1

Si F est de classe C', cette mesure est solution au sens des distributions de 1’équation

de Vlasov? ([20, Prop. 4]) :
0
S+ V- (uFlul) =0, (1.5)

ou

Flul(z) = /RdF(x,y)u(dy)-

On observe ici que la condition initiale est donnée par la position des particules. La question
qui se pose est donc la suivante :

En supposant que pour une mesure jig donnée on a pl’ X Lo, peut-on en
déduire que ,u,{v A pe pour tout t >0, ot {ut}>0 est solution de I’équation de
Viasov (1.5) partant de g ¢

Stratégie #1. Un stratégie trés générale consiste & montrer que la famille (u?) est
compacte dans P (C (Ry; Rd)). Pour cela on utilisera le théoréme de Prokhorov (voir Cha-
pitre 2) qui donne un critere de compacité dans les espaces de mesures.

Puisque toute sous-suite de p¥ qui converge, converge vers une solution de (1.5), il reste
a démontrer I'unicité dans cette équation (chose qu’on ne fera pas dans ce cours). Ainsi,
de toute sous-suite on peut extraire une sous-suite qui converge vers 'unique solution p
de léquation de Vlasov, donc vV = p.

Stratégie #2. On introduira dans les prochains chapitres certaines distances, dites de
Wasserstein, sur les mesures. L’inégalité suivante, obtenue indépendamment par Braun
and Hepp [4] et Dobrusin [5] & la fin des années 70, permet aisément de répondre a la
question précédente.

Théoréme 1.6. Soit g, vy € P(RY). Soit {p}i>0 une solution de (1.5) associée a la CI
po, et soit {vi}i>0 une solution de (1.5) associée a la CI vy. Alors

Wi (s, 1) < 2WVIFI)t Wy (g, w), Yt > 0.

On note qu’'un tel théoreme donne directement l'unicité des solutions (au sens des
distributions) dans I’équation de Vlasov.

4. Physicien russe, 1908-1975. Connu pour ses travaux en mécanique statistique et en physique des
plasmas.



Remarque 1.7. Tout ce qui précéde ne fonctionne que pour des noyaux d’interaction
réguliers. Divers progres ont eu lieu depuis les années 70 pour traiter de noyaux moins
réquliers. Une avancée majeure a été réalisée récemment par Serfaty [17] qui a introduit
une nouvelle méthode permettant de traiter des noyaux d’interaction coulombiens répulsifs.

1.2.2 Particules stochastiques et équations de McKean-Vlasov

On considere désormais un systeme de particules bruitées. Soient W', ..., W% des
R%-mouvements browniens indépendants. L’analogue stochastique de I’équation (1.4) est

N
dXt:NE IF(Xt—Xg)dt+th, i=1,...,N, t>0. (1.6)
j=

Cette fois-ci, la mesure empirique ne peut étre solution d’'une EDP pour au moins deux
raisons : d’une part, cette mesure est a priori aléatoire du fait de la présence des browniens,
il y a donc peu de chances qu’elle puisse résoudre une EDP. D’autre part, on peut s’attendre
a ce que ’équivalent de I’équation de Vlasov dans ce cadre fasse intervenir un laplacien,
et donc s’écrive :

%’:JrV-(MF[u]) = %AM- (L.7)

Or par régularisation parabolique, la solution d’un telle équation ne peut étre une somme
de Dirac, u n’est donc certainement pas solution de (1.7). On reparlera de cette équation
dans la sous-section suivante.

Remarquons pour l'instant qu’en notant ,u,{v la mesure empirique de (1.6), on peut
réécrire ce systéme comme suit :

dX} = p « F(X})dt +dW;, i=1,...,N, t>0.

Un candidat naturel au passage a la limite est donc

> 0. (1.8)

dXt = Ut * F(Xt) dt + th
L(X¢) = i

C’est 'EDS dite de McKean-Vlasov, et on nomme souvent la solution “processus non-
linéaire”. On verra comment résoudre cette équation par un argument de point fixe.

La question qui se pose est de savoir si lorsque IV est grand, les trajectoires des parti-
cules (1.6) ressemblent & la solution de I’équation de McKean-Vlasov.

Pour répondre, plagons-nous sur un espace de probabilité (2, F, P) sur lequel est définie
une famille de browniens (W?);cy ainsi que des variables aléatoires intégrables (X{¢);en.
On considere le systeme de particules (1.6) dirigées par cette familles de browniens et
dont la condition initiale est donnée par les X{. Définissons également X la solution de
’équation (1.8) issue de X¢ et dirigée par le brownien W,

Par un argument de couplage que nous verrons par la suite, 'inégalité suivante est
vérifiée (toujours sous I'hypothese que F' est Lipschitz) :

E [ sup | X} — X}| , VN € N*.

< <
te[0,T] N \/N

Une référence classique pour ces questions ainsi que les notions de propagation du chaos
de la sous-section suivante est le cours de Sznitman [19].
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1.2.3 Propagation du chaos

Lorsque nous avons introduit le processus nonlinéaire au paragraphe précédent, nous
sommes finalement restés au niveau microscopique lors du passage a la limite N — 4o0.

Pour passer au niveau macroscopique, et donc au niveau des EDP, regardons la loi des
particules. Elles satisfont un systeme d’EDP de Fokker-Planck (linéaire, obtenues classi-
quement par application de la formule d’It6). Nous allons désormais faire une premiere
hypothese trés importante sur la loi des particules : supposons qu’initialement, les parti-
cules sont échangeables, c’est-a-dire que pour tout IV, la loi de (X&, . ,X(])V ) est invariante
par permutation de l'ordre de ces variables aléatoires. Alors en tout temps ¢ > 0, les par-
ticules sont encore échangeables.

On pourrait alors essayer de chercher une équation satisfaite par ,u,{v en I’évaluant
contre des fonctions test, mais on aboutirait & une EDS de grande dimension. A la place,
considérons une fonction test ¢ et observons que sous I’hypotheése d’échangeabilité, on a

E(uy,¢) = Eo(X}).

La loi de ¥ se ramene donc & celle de X/, or pour la loi de X} on trouve par le calcul
(par la formule d’Ttd) que py = L£(X}) vérifie

%Mt(aj) = %Aut(:v) -V </Rd F(z —y) (e, dy)) :

ot i, = L(X}, X?). Cette équation n’est donc pas fermée.

Observons néanmoins que si les particules étaient indépendantes, on aurait @, =
L(X})® L(X?) et I'équation précédente donnerait précisément 'EDP de McKean-Vlasov
(1.7).

En supposant que les particules sont initialement indépendantes, i.e. pour tout N € N,

on dira qu'un systéme propage le chaos si pour tout k € N*, et pour tout ¢ > 0,

LxXHN XYY (XY e -0 £(X)

N—oo

- ﬁ(Xt)®k

On pourra alors démontrer la convergence (en un sens a préciser) de la mesure empi-
rique (aléatoire) vers la solution de 'EDP (1.7).

L’idée de propagation du chaos était déja présente dans les travaux de Boltzmann ®.
11 utilisait la notion de chaos moléculaire pour décrire le fait qu’un tres grand nombre de
particules se comportent statistiquement comme des particules indépendantes.

La notion de propagation du chaos a été formalisée par Kac [8]°.

5. Physicien autrichien, 1844-1906. Pere fondateur de la physique statistique et de la théorie cinétique
des gaz.
6. Mathématicien américain, 1914-1984.
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1.3 Limites hydrodynamiques

Mentionnons une derniere classe de modeles tres intéressants, que nous n’étudierons
pas davantage dans ce cours. Il s’agit de modeles de systemes de particules sur un espace
discret (souvent fini, typiquement ']I‘ﬁlv), dont on observe la dynamique par changement
d’échelle.

Nous allons présenter le processus d’exclusion sur Ty = {1,..., N}. Dans ce modele,
chaque site dispose d’une horloge poissonienne et ne peut étre occupé au plus que par une
particule. Lorsqu’une horloge sonne et que le site est occupé, la particule se déplace d’'un
site aléatoirement vers sa droite ou sa gauche, si le site est libre.

4;_;: T YN W

FI1GURE 3 — Processus d’exclusion.

Ce systéme de particules est un processus de Markov {1(t)};>0 & valeurs dans {0, 1}~
Supposons que la loi de Poisson des horloges est de parametre 1 et que la probabilité
pour une particule de se déplacer vers la gauche ou la droite est % Alors le générateur
infinitésimal de ce processus s’écrit :

Lnf) =5 S G0 — i), vne{o,1)™,

lz—y|=1
pour une fonction f: {0,1}T¥ — R, ol

Ny Slz=2x
M), =< m: siz=y )
n. sizé¢{z,y}

Correctement renormalisée, la mesure empirique de ce systeéme converge vers la solution
de I’équation de la chaleur. C’est ce qu’on appelle une limite hydrodynamique. On peut
aussi s’intéresser aux fluctuations autour de la limite, et montrer qu’elles convergent vers
une EDP stochastique.

Comparé aux systemes de particules de la section précédente, on observe que toutes les
particules n’interagissent pas les unes avec les autres, mais uniquement avec les particules
voisines.

Processus de contact (long-range ou pas), processus de vote, processus d’exclusion
faiblement asymétrique sont autant de variantes de cette dynamique. Le dernier mentionné
fait 'objet de nombreuses attentions ces derniers temps, car ses fluctuations convergent
par changement d’échelle vers '’EDPS de Kardar-Parisi-Zhang :

ou £ est un bruit blanc espace-temps.
Une référence classique pour ce type de problemes est le livre de Kipnis and Landim
[10].
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Chapitre 2

Convergence des mesures de
probabilité

Ce chapitre est essentiellement inspiré du premier chapitre du livre de Billingsley [2].
Certains éléments proviennent également du treés riche monographe de Bogachev [3]. On
pourra aussi consulter les notes de cours de Miermont [14] et Méliot [13].

2.1 Rappels sur la convergence des variables aléatoires

On rappelle brievement les différentes notions de convergences pour les suites de va-
riables aléatoires. Sauf mention contraire, on munira tout espace topologique de sa tribu
de Borel. Sur un tel espace (F,7), on notera Cy(F) 'espace des fonctions continues et
bornées de E dans R.

> Convergence presque sure : Soit (E,T) un espace topologique et (2, F,P) un es-
pace de probabilités. Une suite de variables aléatoires (X,,)nen & valeurs dans (E, )
(toutes définies sur §2) converge p.s. vers une variable aléatoire X : (Q,F) — (E, 1)
si
P(X, — X) = 1.

> Convergence en norme LP : Soit (E,|| - ||) un espace de Banach et (22, F,P) un
espace de probabilités. Pour p > 1, on construit LP(£2; F) en complétant 1’espace
des fonctions étagées a valeurs dans E. Une suite de variables aléatoires (X, )pen &
valeurs dans (E,|| - ||) (toutes définies sur §2) converge en norme LP(Q2; E), p > 1,
vers une variable aléatoire X : (2, F) — (E, | - ||) si

lim E[||X, — X|["] = 0.
n——+o00

> Convergence en probabilité : Soit (S, d) un espace métrique et (2, F,P) un espace de
probabilités. Une suite de variables aléatoires (X, )nen & valeurs dans (S, d) (toutes
définies sur 2) converge en probabilité vers une variable aléatoire X : (2, F) — (S, d)

S1
Ve >0, lm P(d(Xn, X)>¢e)=0,

n—-+oo

ou de maniere équivalente si

lim E[1Ad(X,,X)] =0.

n—-+oo
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> Convergence en loi : Soit (F,T) un espace topologique, qu’on munit de sa tribu de
Borel. Une suite de variables aléatoires (X, )nen & valeurs dans (E,7) converge en
loi vers une variable aléatoire X si pour tout ¢ € Cp(E),

lim E[p(X,)] = E[p(X)].

n——400

Quelques remarques :

Remarque 2.1. Les implications et contre-exemples entre les différentes notions de conver-
gence ont été vue en premiére année, nous ne reviendrons pas dessus.

Remarque 2.2. Observez que ces notions ne nécessitent pas toutes le méme niveau d’in-
formation sur l’espace d’arrivée des variables aléatoires.

En outre, les variables aléatoires n'ont méme pas besoin d’étre définies sur le méme
espace de probabilités pour la convergence en loi.

Remarque 2.3. En termes de loi des variables aléatoires (i.e. de mesures), on peut
réexprimer la convergence en loi ainsi : si pour tout ¢ € Cp(E),

Jim [ @) Pxo(de) = [ o(@)Px(aa),

on dira dans la prochaine section que (Px, )nen convergence étroitement vers Px. On aura
fréquemment recours a plusieurs notations équivalentes pour les intégrales ci-dessus : pour

1 une mesure et p € L' (1), on notera p(p) = (u, ) = [, ¢ dp.

Enfin, rappelons un résultat classique qui permet de passer d’estimées sur la loi d’une
suite d’événements (A, )nen & une information presque sure concernant la réalisation de
limsup An, = ,,eny Ugsn Ak = {A4n infiniment souvent}.

Lemme 2.4 (Borel-Cantelli). Soit (2, F,P) un espace de probabilité et (Ay)nen une suite
d’événements. On a

(i) siZIP’(An) < o0, alors P m U A | =0;

neN neNk>n

(ii) (loi de Borel du 0-1) si on suppose en plus que les (Ayp)nen sont indépendants, alors
P ﬂ U Ag | vaut 0 ou 1 suivant que ZIP’(AH) < 00 ou ZP(An) = 00.
neNk>n neN neN
Démonstration. Exercice. O
Exercice 2.5. On considére la suite de v.a. @ valeur dans R définie sur (2, F,IP) par

1

P(X, =n)=P(X, =—n) T log(nt 1)

=—— &¢e PX,=0)=1
onlog(n+1) (Xn =0)

Soit Y, = %ZZ:O Xi. Montrer que Y, converge en probabilité mais ne converge pas p.s.

Exercice 2.6. Montrer que si une suite (X )nen @ valeurs dans un espace de Banach
converge en probabilité vers X, on peut en extraire une sous-suite qui converge p.s.
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Remarque 2.7. La convergence p.s. et en probabilité sont des notions topologiques. C’est
évident pour la convergence p.s., ¢a l’est un peu moins pour la convergence en probabilités :
cela signifie que si d et d' sont deuz distances définissant la méme topologie, alors la suite
converge pour la distance d si et seulement si elle converge pour d' (utiliser l’ezercice 2.6).
En conséquence, on peut définir la convergence en probabilité sur des espaces métrisables.

2.2 Convergence en loi : cas des variables aléatoires dans un
espace euclidien

Vous avez déja rencontré plusieurs caractérisations de la convergence en loi pour les
v.a. & valeurs dans R ou dans R?. Ainsi, le théoreme de convergence de Lévy donne une
caractérisation par les fonctions caractéristiques (voir Exercice 2.9).

Intéressons-nous plus particulierement a une caractérisation déja rencontrée en premiere
année pour les variables aléatoires a valeurs dans R. On a ’équivalence suivante :

> xn 9@y,

> Pour tout = tel que Px({z}) =0, Pxn((—00,z]) = Px((—o0, z]).

Nous n’allons pas démontrer ce résultat immédiatement (admis en premiére année), mais
il fera partie d’un théoréeme plus général sur les espaces métriques que nous traiterons dans
la prochaine section.

Exemple 2.8. Soit X ~ B(p) des variables aléatoires de Bernoulli iid. Par le TCL, on
a que

isn oy
S, = \/ﬁM ), N(0,1).

p(1—p)
Considérons ’ensemble
E_p
A=<{Vn——_—— neN' ke{0,...,n};,
p(1—p)

alors P(S, € A) = 1 pour tout n, et pourtant P(N'(0,1) € A) = 0. Cependant, cela
ne contredit pas la convergence de S, vers N(0,1). Nous verrons en effet que P(S, €
A) = P(N(0,1) € A) lorsque P(N(0,1) € dA) = 0, ce qui n'est pas le cas ici puisque
P(N(0,1) € 9A) =P(N(0,1) e R) = 1.

Exercice 2.9. Le but de cet exercice est de démontrer le Théoréme de Lévy, dont on
rappelle I’énoncé :

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires & valeurs dans R? telles que : (i) pour
tout t € R%, E[e*:Xn)] converge vers une limite notée L(t); (i) la fonction t — L(t) est
continue en 0.

Alors il existe une variable aléatoire X telle que L(t) = E[e/*X)] et X, “@ x.

Montrons le résultat dans le cas d = 1.
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1) Montrer qu’il existe C > 0 telle que pour toute mesure de probabilité y sur R et
pour tout K > 0,

4R\ [-K,K]) < CK /[ (1= Re(Eafe) ar

2) En utilisant la question précédente, montrer que pour tout € > 0, il existe K > 0

tel que

sup Px, (R\ [-K, K]) <e.
neN

On verra plus tard que cette propriété donne de la compacité et implique qu’il existe une
sous-suite (Xga(n))nGN qui converge en loi vers une certaine variable aléatoire X . On admet
ce résultat pour l’instant.

3) Conclure.

On voit que la preuve repose sur un schéma classique : existence de sous-suites conver-
gentes par un argument de compacité, puis identification de la limite grdace a une forme
d’unicité.

Dans la suite, on va s’intéresser aux propriétés des mesures sur un espace métrique, et a
leur convergence. Un des objectifs sera d’obtenir la métrisabilité de la convergence étroite.
Une telle propriété nous permettra par la suite d’avoir des caractérisations séquentielles
sur l'espace des mesures de probabilité, ce qui sera bien utile quand on mettra en place (a
plusieurs reprises) la stratégie suivante pour prouver la convergence : existence de sous-
suites convergentes par compacité, puis identification de la limite.

2.3 Convergence étroite des mesures de probabilité sur un
espace métrique

2.3.1 Propriétés des mesures
Définition 2.10. Soit (E,T) un espace topologique. On note B(E) la tribu de Borel, i.e.
la plus petite tribu contenant les ouwverts (B(E) = o(7)). On appelle

(i) Mesure de Borel, toute mesure définie sur (E,B(E)) ;

(ii) Mesure réguliere, toute mesure de Borel u telle que pour tout A € B(E),

w(A) = sup{u(F): F fermé inclus dans A}
=inf{u(U) : U ouvert contenant A} ;

(iii) Mesure de Radon finie, toute mesure de Borel u finie telle que pour tout A € B(E)
et tout € > 0, il existe un compact K. C A tel que p(A\ K¢) < e.

Sauf mention contraire, on ne considérera par la suite que des mesures de probabilité.
On notera P(E) I’ensemble des mesures de probabilité de Borel, donc sur (E, B(E)).
Proposition 2.11. Soit (E,7) un espace métrisable.

1) Toute mesure p € P(E) est réguliére.

2) Soit d une distance qui métrise la topologie de E. Alors, toute mesure u € P(E) est
caractérisée par les valeurs de p(f) = [ fdp, pour f € Lip(E,d), Uensemble des
fonctions lipschitziennes pour d.
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Démonstration. Commencons par la premiere assertion. Soit d une distance qui métrise
la topologie de E. Si A est fermé, on peut prendre F = A et U = A% := {z : d(z, A) < §}
pour un 6 > 0 suffisamment petit. En effet, on rappelle que par définition des mesures,
(A% décroit vers pu(A).

Considérons '’ensemble £ des éléments de B(E) qui vérifie la propriété désirée. Puisque
& contient les fermés, il nous suffit de montrer que £ est une tribu.

On commence par remarquer que () € £. De plus, £ est stable par passage au complémentaire.
En effet, si A € £ alors pour tout € > 0, il existe F' C A C U avec F fermé et U ouvert tels
que u(U\F) < €. On a également par passage au complémentaire que E\U C E\A C E\F
et u(E\NF)\(E\U))=u(U\F)<e. Donc E\Ae€f.

Soit (A,)nen une suite de E. Soit € > 0 et soient (F),),en une suite de fermés et
(Un)nen une suite d’ouverts tels que pour tout n, F, C A, C Up et p(Uy \ Fr) < grgr-
Notons U = U,y Un et F = U, <y Fn, ot N est tel que (U, Fn \ F) < 5. On a alors
FCUpenAn CU et

u(U\F)Su<U\ UFn> +M<U Fn\F>

neN neN
g
neN neN
g
S ZM(Un\Fn)Jri
neN
< E.

Donc & est stable par union dénombrable, donc c’est une tribu. Puisqu’elle contient tous
les fermés, elle contient B(E).

Montrons maintenant la deuxieéme partie de cette proposition. Nous venons de voir
que g est déterminée par ses valeurs sur les fermés (ou sur les ouverts). Il suffit donc de
montrer que pour tout fermé F', 'indicatrice 1r peut étre approchée par des fonctions
lipschitziennes. Pour £ > 0, posons

fep(z) = max (0,1 — e ld(z, F)). (2.1)

fe,F

1

c F

FIGURE 1 — “J’ai montré mon chef-d’oeuvre aux grandes personnes et je leur ai demandé
si mon dessin leur faisait peur.”

Alors cette fonction est e~ !-lipschitzienne, bornée par 1, et converge (ponctuellement)
en décroissant vers 1 quand € — 0. Par le théoreme de convergence dominée, en en déduit
que

p(lp) = p(F) = lim p (fe ).
e—0
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Ainsi, les intégrales des fonctions lipschitzienne contre u caractérisent bien les valeurs de
w sur les fermés, et donc caractérisent p. O

Proposition 2.12. Soit (E,d) un espace métrique complet et séparable. Toute mesure de
Borel finie est de Radon.

Démonstration. Soit u une mesure de Borel finie. Soit ¢ > 0. Par séparabilité de E, on
peut, pour tout n € N*, recouvrir E par une famille de boules ouvertes (U; ) en de rayon
%. Par o-additivité de u, on peut trouver une suite m,, € N telle que

mMn
£
§=0

o _ .
Ainsi, I'ensemble K := (), oy U<, Ujn vérifie

p(E\NK) <Y p|E\N{JUn | <e.
neN* j=0

Enfin, on remarque que K est précompact !, et est donc compact puisque E est complet
(voir Lemme A.1). Donc pu(E \ K) < € et p est de Radon. O

2.3.2 Convergence étroite des mesures

Comme mentionné précédemment, la convergence étroite est I’analogue pour les me-
sures de la convergence en loi des variables aléatoires. Cette notion n’est pas restreinte aux
seules mesures de probabilité. Toutefois, dans le cadre de ce cours, nous ne travaillerons
désormais qu’avec des mesures de probabilité.

Définition 2.13. Soit (up)neny C P(E) et p € P(E). On dit que (pn)nen converge
étroitement vers u, noté uy, « W oU by = i, st pour tout ¢ € Cp(E), on a

n(p) — p(p).

n—oo

Remarque 2.14 (Petits rappels d’analyse fonctionnelle). On munit Cy(E) de la topologie
de la convergence uniforme sur les compacts, ce qui en fait un espace de Fréchet. On note
Cp(E)" le dual topologique de Cyp(E), i.e. l'ensemble des applications linéaires continues de
Cb(E) — R.
La topologie faible-x sur Cp(E)' est la topologie la moins fine rendant continues les formes
linéaires L € Cp(E) — L(p), pour tout ¢ € Cp(E). Ainsi, une suite (Lp)nen C Cp(E)
converge faiblement-x vers L € Co(E)" si L, (p) — L(p), pour tout ¢ € Cp(E).
Remarquons qu’a toute mesure p € P(E), on peut associer une forme linéaire de la
facon suivante :

/

Ly:p€Cy(E)w— ulp) = /Ewdm

cette application étant continue puisque | L, (@) < [|¢lloo t(E) = [|¢/oo-
Ceci justifie l’abus de langage qui consiste parfois a considérer une mesure finie comme
élément de Cy(E)', et a noter p, — u pour la convergence étroite.

1. i.e. pour tout € > 0, on peut recouvrir K par un nombre fini de boules de rayon e.
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Remarque 2.15. Un des intéréts majeurs des topologies faibles est d’avoir plus de com-
pacts, comme par exemple les boules fermées en dimension infinie.

Cependant, la topologie faible(-x) n’est pas métrisable pour les Banach de dimension infi-
nie (cf. cours de Distributions et Opérateurs). On verra pourtant que si E est séparable
et complet, la topologie de la convergence étroite est métrisable (pourquoi n’est-ce pas en
contradiction avec I’assertion précédente 7).

Exemple 2.16. e Soit (zy)nen une suite de réels et x € R. Alors x,, — x si et seulement

si 6y 96,

o La suite de mesures sur [0,1] définie pour tout n € N* par

1 n
T
nt+le=m
converge étroitement vers la mesure de Lebesgue sur [0, 1].

En fait, il n’est pas toujours aisé de tester une mesure contre toutes les fonctions
continues et bornées pour obtenir la convergence des mesures.
Le théoreme suivant, dont vous avez déja rencontré des applications, donne plusieurs
caractérisations de la convergence étroite.

Théoréme 2.17 (Portmanteau?). Soit (E,d) un espace métrique. Soit (jin)neny C P(E)
et p € P(E). Les assertions suivantes sont équivalentes :

. (e
(i) 1 S
(i) pour toute fonction ¢ bornée et uniformément continue, p,(p) — pu(p) ;
(iii) pour toute fonction ¢ bornée et Lipschitz continue, (@) — u(p) ;
(iv) pour tout fermé F de E, limsup,,_, . pin(F) < pu(F);
(v) pour tout ouvert U de E, liminf, oo pn(U) > p(U) ;
(vi) pour tout borélien A € B(E) tel que u(0A) = 0, limy, o0 pn(A) = u(A).
Démonstration. L’implication (i) = (i7) = (¢i7) et I’équivalence (iv) < (v) sont évidentes.
Montrons que (iii) = (iv). Soit F' un fermé de E et soit € > 0. La fonction f.
définie en (2.1) est lipschitzienne et vérifie 1p < f, p < 1. Ainsi pour tout n, on a
pn(F) < pn(fe r) et par passage a la limite, lim sup,, pun (F) < p(fe,r) puisque nous avons
supposé (iii). D’autre part, on obtient par convergence dominée que u(fer) — p(F)

lorsque € — 0. Ainsi (iv) est vérifié.
Montrons que (iv)-(v) = (vi). Soit A € B(E) tel que pu(0A) = 0, et donc tel que

w(A) = p(A) = p(A°). En appliquant (iv), on obtient
w(A) = p(A) > limsup pu, (A) > limsup p, (A),

et de méme en appliquant (v), on obtient

u(A) = p(4°) < liminf 1,(A°) < limin 1 (A).

2. Vraisemblablement dii au mathématicien russe Alexandrov, bien que Billingsley l'attribue & Jean-
Pierre Portmanteau, de 'Université de Felletin dans la Creuse (~ 1500 habitants).
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Ainsi,
limsup pn(A) < p(A) < liminf p,(A),

et les inégalités précédentes sont donc des égalités.

Montrons finalement que (vi) = (7). Soit ¢ € Cp(E). Sans perte de généralité, on
peut supposer que 0 < ¢ < 1. En effet, si ¢ n’est pas positive, on peut la décomposer en
© = @4 — @_ et raisonner sur chacun des termes séparément. De plus, on peut toujours
se ramener par linéarité a une fonction inférieure a 1. On a alors

Mn(@)—-j/t/ﬁ Lj0,p(2)] (¥) dy pin(d).
EJ[0,1]

Puisque la mesure dy®pu, (dz) est o-finie (puisque finie) et application (z,y) = 1o ,(2) (¥)
est mesurable et positive, le théoreme de Fubini-Tonelli donne :

n(p) = / i ({z € B+ p(z) > y}) dy. (2.2)
[0,1]

La fonction ¢ : y — p({r € E: ¢(x) > y}) est décroissante, donc admet au plus un
nombre dénombrable de discontinuité (si vous ne connaissez pas cette propriété, remar-
quez qu'il s’agit de 'ensemble {y : p ({x € E': p(z) =y}) > 0} et cet ensemble est 'union
des {y:p({z€E: px)=y}) >}, ne N et que {y:p({z€E: px)=y})>1}
contient au plus n points).

Soit y un point de continuité de ¢ et notons Ny := {¢ > y} = ¢ 1([y, 1]). Etant I'image
réciproque d’'un fermé par une fonction continue, Ny est fermé. Si x € ON,, alors il existe
une suite (x,) de £\ N, qui converge vers z. Or x,, € E\ N, signifie que ¢p(z,) < y, et
en passant & la limite, on obtient p(z) < y, donc ¢(z) = y. Ainsi, IN, C p~1({y}). Or
nous avons supposé que y est un point de continuité de v, donc p (90_1({3/})) =0, et donc
((ONy) = 0.

La propriété (vi) nous donne alors que p, (¢ > y) — p(p > y). Puisqu'il y au plus un
nombre dénombrable de discontinuité de v, on en déduit que

fn (=) = p(p>-) A=pp.

Donc par convergence dominée dans I'intégrale (2.2), on obtient le résultat. O

Exercice 2.18. Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles dont les fonctions de
répartition sont notées F, , et X une v.a. réelle de fonction de répartition Fx. Montrer

d . . . Sy
que X, W X si et seulement si Fx,(z) — Fx(x), en tout point de continuité = de Fx.

Exercice 2.19. Soit (E,T) un espace métrisable.
(1) Soit (xn)neny C E et x € E. On suppose que de toute sous-suite de (Tpn)nen, ON
peut extraire une sous-suite qui converge vers x. Montrer que (x,)nen converge vers x.
(13) On considére maintenant une suite (pn)nen de mesures de probabilités de Borel
sur E. On suppose que de toute sous-suite de (in)nen, on peut extraire une sous-suite qui
converge étroitement vers y € P(E). Montrer que (fn)nen converge vers u. Commenter
le résultat obtenu.

Dans la suite de ce chapitre, 'objectif sera de mettre en évidence des conditions assu-
rant qu'une famille de mesures est relativement compacte, et d’assurer également que la
propriété de Bolzano-Weierstrass (qui donne la caractérisation séquentielle de la compa-
cité) est vérifiée sur P(F). Pour garantir cette derniére propriété, on cherchera a obtenir
la métrisabilité de la convergence étroite sur P(E).

19



Exercice 2.20. Soit (E,7) un espace topologique métrisable. Montrer que Cy(E) est
séparable si et seulement si E est compact.

On rappelle que C(E) est séparable si et seulement si la topologie faible-x sur la boule
unité de Cp(E)’ est métrisable (cf. [16, Thm 3.16]). Notons 7* cette topologie. L’exercice
précédent indique donc que

7% est métrisable <= FE est compact.

On verra pourtant dans la sous-section suivante des conditions beaucoup moins restrictives
assurant la métrisabilité de la convergence étroite des mesures de probabilité sur E.

2.3.3 Espaces polonais et propriétés topologiques de P(FE)
Espaces polonais

Définition 2.21. On dit qu’un espace topologique (E,T) est un espace polonais s’il est
séparable et s’il existe une distance d sur E qui métrise la topologie T et pour laquelle
(E,d) est complet.

Remarque 2.22. On a souvent accés directement a un espace métrique (i.e. la distance
est fournie avec l’espace), mais ce n’est pas toujours le cas.

De plus, il n’est pas toujours intéressant de fixer une distance plus qu’une autre, et
on peut méme ne pas avoir besoin d’une distance en particulier. Par exemple, il peut
nous suffire de tester contre des fonctions pour caractériser telle ou telle convergence,
plutot que de tenter de controler une distance qui n’est pas toujours simple a exprimer. En
revanche, il est trés utile de savoir qu’un espace est métrisable, car cela nous donne acces
a plusieurs caractérisations séquentielles : de la continuité des fonctions, de la compacité
par la propriété de Bolzano-Weierstrass, etc.

Enfin, une remarque importante qui justifie a nouveau de parler d’espace métrisable
plutot que d’espace métrique : deux distances équivalentes (i.e. qui engendrent la méme
topologie) peuvent donner ou non la complétude de l’espace. Par exemple R muni de sa
topologie usuel est évidemment polonais. Or on peut munir R de la distance d(x,y) =
| arctan(z) — arctan(y)| qui est équivalente a la distance usuelle. Pourtant (R, d) n’est pas
complet. Néanmoins l’espace métrique (R, d) est polonais !

Distance sur I’espace des mesures

Un certain nombre de distances sont connues pour métriser la convergence étroite. La
distance de Lévy-Prokhorov en fait partie et on verra qu’elle a en plus ’avantage de rendre
P(E) complet.

Lemme 2.23. Soit (E,d) un espace métrique. On rappelle la notation A* = {x € E : d(z,A) < e}
pour toute partie A de E et tout e > 0 (notez que A® est un ouvert, donc mesurable). L’ap-
plication drp : P(E) x P(E) — Ry définie par :

drp(p,v) :==inf{e > 0: VA€ B(E), u(A) <v(A®)+e et v(A) < pu(A%) +e¢},

est une distance sur P(E), appelée distance de Lévy-Prokhorov.
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Démonstration. L’application dpp : P(E) x P(E) — R, est symétrique et I'inégalité tri-
angulaire s’obtient grace a la relation (A¢)7 C A", 1l reste & montrer que dpp(u,v) =0
si et seulement si g = v. Grace a la Proposition 2.11, il suffit de vérifier I’égalité sur les
fermés de E. Or si A est un fermé de £, on a A = ()., A°. Comme p(A) < v(A®)+¢€ pour
tout € > 0 (puisque dzp(u,v) = 0), on obtient par passage a la limite que u(A) < v(A).
De maniere symétrique, on obtient que p(A) = v(A). On a donc bien une distance.

Au passage, remarquons que dy,p est définie plus simplement par :

drp(p,v) :=inf{e >0: VA € B(E), u(A) <v(A®) +¢c}. (2.3)

En effet, soit € > 0 tel que u(A) < v(A%) +e. Commengons par remarquer que pour toute
partie A de F et tout € > 0, on a

((A%)9)® C A
Par conséquent,

v(A) =1-v(A) <1-v(((4%)))
S1T—p((A%)°) +e=p(A)+e,

ce qui montre bien I’égalité entre les deux définitions. O

Premieéres propriétés topologiques

Proposition 2.24. Soit (E,T) un espace métrisable et séparable. Alors P(E) muni de la
topologie de la convergence étroite est métrisable.

Démonstration. Soit d une distance sur E qui métrise 7. Montrons que dpp (construite
a partir de d) métrise la convergence étroite sur P(E). On prend pour cela une suite
(tin)nen C P(E) telle que drp(pn, 1) — 0. Soit A un fermé et € > 0. Ainsi il existe N € N
tel que

Vn >N, pn(A) < u(A®) +e.

On a donc lim sup,, pn,(A) < pu(A®)+-e. Puisque cette inégalité est valable Ve > 0, et que A®
décroit vers (..o A° = A (car A fermé), la o-additivité de u implique que p(A%) — u(A),
et donc

e>0

lim sup pn(A) < p(A).

D’apres le théoreme Portmanteau, on a donc que py, @ I

Réciproquement, supposons qu’on dispose d’une suite (i )nen telle que p, (ig W, et
montrons que drp(fin, ) — 0. Soit € > 0. Puisque E est séparable, il existe une suite de
boules ouvertes de rayon € > 0 recouvrant E. Par o-additivité de p, on peut trouver un
nombre fini de telles boules Ay, ..., Ay telles que

N
,u (E\ U Ak> <e. (2.4)
k=1

Soit A € B(E). On note

Uy = U Ap
E<N: ANAL#0
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et on recouvre alors A comme suit :
AcUsl A\ ).

Or Uy est ouvert donc par le théoreme Portmanteau, liminf,, p,(Ua) > pu(Uya). De plus
on remarque que le cardinal de ’ensemble {U,4 : A € B(E)} est fini, ainsi il existe Ny tel
que pour tout n > Ny et pour tout A € B(E), pn(Ua) > p(Ua) — €, de sorte que

VAe B(E), p(A) <pn(Ua)+e+p(A\Ua).
De plus, Uy C A% et A\Us C E'\ Uivzl Ay, donc
H(A) < n(A%) + 2.

Par la caractérisation non symétrique (2.3) de la distance de Lévy-Prokhorov, on en déduit
que pour tout n > Ny, drp(pn, 1) < 2, ce qui donne la convergence au sens de la distance
de Lévy-Prokhorov. O

Toujours a 'aide de la distance de Lévy-Prokhorov, nous allons montrer qu’il existe
une famille dénombrable de mesures discretes (i.e. des sommes finies de Dirac) telle que
toute mesure de P peut étre approchée par une mesure de cette famille.

Proposition 2.25. Soit (E,7) un espace métrisable et séparable. Alors P(E) muni de la
topologie de la convergence étroite est séparable.

Démonstration. Soit (zy,)nen une suite dense de E. Considérons le sous-ensemble de P(E)
donné par

N N
{Zrkémk; NeN, ry,....,ry € Qy tels qulek = 1},
k=1 k=1

qui est clairement dénombrable. Montrons qu’il est dense dans P(E).

Soit € > 0 et u € P(F). Comme dans la preuve précédente, on considere N boules
ouvertes Ay, ..., Ay de rayon € > 0 et centrées en z1,...,zy telles que (2.4) soit vérifié.
A partir de ces N boules, on construit N boréliens disjoints A},... A (en prenant des

intersections des boules) tels que xj, € A} pour tout & € {1,..., N} et Un_, A% = Un_, Ax-
On choisit alors des rationnels 71, ...,y tels que

N

DIk = p(Ap)] <,

k=1
et on utilisera la mesure suivante pour approcher p :

N

V= Zrkéxk.

k=1

Alors, pour A € B(E), on définit Uy = Uk<N:AmA;€;£® A}, (notez que I'union est disjointe
cette fois-ci, et que Uy € B(FE)) et on obtient

p(A) < p(Ua) + p(A\Ua) < p(Ua) + &
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wUa) —vUa)l < ) [u(A}) —mif <e.

E<N: ANA; #0
Donc
u(A) <v(Ua) + 2e.
Enfin, il reste & remarquer que U4 C A% pour conclure que dpp(u,v) < 2¢. ]

On verra plus tard, une fois que nous aurons établi le théoreme de Prokhorov, que drp
rend P(F) complet, en faisant donc un espace polonais.

2.4 Compacité dans P(E)

D’abord, observons une premiere situation ou P(E) est compact :

Proposition 2.26. Soit (E,7) un espace topologique métrisable. L’ensemble P(E) muni
de la topologie de la convergence étroite est compact si et seulement si E est compact.
Dans ce cas, P(E) est également métrisable.

D’un point de vue pratique, ce résultat nous dit que si F est compact, on peut extraire
de toute suite de mesures de probabilité sur £ une sous-suite qui converge.

Nous ne ferons pas la preuve dans ce cours (voir les références citées en début de
chapitre). On notera néanmoins que le sens réciproque repose sur un intéressant théoreme
de Riesz, qui stipule que lorsque (E, d) est compact, les formes linéaires positives sur C(E)
qui valent 1 pour la fonction constante égale a 1, sont précisément de la forme f — u(f),
pour pu € P(E).

Intéressons-nous désormais a un critere plus général, qui ne nécessite pas de supposer
que E est compact. Nous allons voir que les parties relativement compactes de P(E) seront
données par les familles tendues de mesures :

Définition 2.27. Une famille M C P(E) de mesures est tendue si pour tout € > 0, il
existe un compact K. de E tel que

sup p(E\ K¢) <e.
HEM
Exemple 2.28. > St E est un espace métrique complet et séparable, et M est réduit
a une seule mesure u € P(E), alors puisque p est de Radon (Proposition 2.12), M
est tendue.

> Si E =R, alors la famille M = {6,,, n € Z} n’est pas tendue.
Venons-en désormais a un résultat important de ce cours.

Théoréme 2.29 (Prokhorov). Soit (E,T) un espace polonais et P(E) muni de la topo-
logie de la convergence étroite. Soit M C P(E) une famille de mesures. Alors M est
relativement compacte si et seulement si M est tendue.

Remarque 2.30. > Une démonstration de ce théoréme (une version légérement plus
générale) est disponible sous forme de probléme sur l’espace en ligne du cours. La
preuve repose sur une approche analyse fonctionnelle, et est accessible a partir des
connaissances du cours de 2A “Distributions et Opérateurs”.
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> On comprend désormais mieuz la fin de la démonstration du théoréme de Lévy (cf
Ezercice 2.9).

> FEn pratique, on utilisera plus souvent le sens réciproque.

Démonstration. Commencgons par le sens direct (on remarquera que la deuxiéme partie
de argument est tres similaire & la preuve de la Proposition 2.12). Soit M une famille
relativement compacte. Quitte & considérer M & la place de M, on peut supposer M
compacte. En effet, si M est tendue, alors M D’est également.

Soit (Un)nen une suite croissante d’ouverts tels que J,cy Un = E. Dans un premier
temps, montrons que pour tout € > 0, il existe N € N tel que inf,cp u(Un) > 1 — €. Par
Pabsurde, si ce n’était pas le cas, il existerait un € > 0 et une suite (uy)nen de M tels
que pour tout n € N, u,(Uy,) < 1 — . Or par hypothese, F est polonais, donc P(E) est
métrisable par la Proposition 2.24. De plus M est compacte, donc il existe u € P(FE) et

une sous-suite de (u,) telle que Hp(n) @ . D’apres le théoreme Portmanteau, on a donc
pour tout n € N,

tim inf 1) (Up(m) ) 2 B inf g m) (Up(ny) 2 10y,
ou la premiere inégalité résulte de la croissance des U,,. Donc u(U¢(n)) <1 — ¢ pour tout
n € N, ce qui est absurde puisque u(FE) = 1.
Soit d une distance rendant E complet. Soit € > 0 et (z,)nen une suite dense de E.
D’apres le paragraphe précédent, on a que pour tout n > 1, il existe un entier N,, tel que

Alors en posant

on a que K est fermé et précompact, donc compact (puisque (E,d) est complet). De plus

sup u(E\ K) < Zu(E\Udek,n>_5.

pnemM

Donc M est tendu.

Réciproquement, supposons que M est tendue. Puisque P(FE) est métrisable (Proposi-
tion 2.24), la précompacité est donnée par la caractérisation séquentielle suivante : il suffit
de montrer que de toute suite de M, on peut extraire une sous-suite qui converge (avec
une limite pas nécessairement dans M).

Le but ici va étre de se ramener au cadre compact de la Proposition 2.26. On utilise
un lemme de topologie (voir Lemme A.2 en Annexe) : il existe une distance d telle que
(E,d) est précompact. Soit E le complété de E pour la distance d (voir Annexe). Alors
(E,d) est compact, et nous allons désormais travailler sur cet espace. Ainsi, toute mesure
€ P(E) s’étend en une mesure i sur (E, B(E)) de la facon suivante :

VA € B(E), J(A)=uANE).
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Vous pourrez vérifier que B(E) = {ANE: A€ B(E)} et que ji ainsi définie est bien une
mesure de probabilité. B

Soit (fn)nen C M. La suite associée (fin)nen est un sous-ensemble de P(E) qui est
compact d’apres la Proposition 2.26. Donc il existe fioo € P(E) et une extraction ¢ telle

que ﬁgo(n) (i; foo-

Notez qu’on n’a pas utilisé la tension jusqu’ici, cette propriété va nous servir a montrer
que le support de ji est dans E, et on pourra alors construire la restriction de i, & une
mesure fio, € P(E).

Grace a la tension, on a que pour tout € > 0, il existe K. C FE compact tel que
inf,, pun(K:) > 1 —e. Comme K. est fermé, la propriété (iv) du Théoreme Portmanteau
nous donne que
froo (Ke) > limsup fi,(K:) > 1 — €.
n

Ainsi 'ensemble K :=
vérifie

nens K1/n est un borélien de E (pas nécessairement compact) et

N
fioo (K) = lim_ jice (U Kl/n> -1
n=1
Donc fio peut étre considérée comme une mesure sur E puisque pour tout A € B (E), on
a
fio(A) = foo (AN K) = [ic(AN E)

et ANE € B(E). On notera o € P(E). Enfin, on a pu, (3 loo- En effet, soit f une
fonction uniformément continue et bornée sur (£, d). Cette fonction se prolonge de maniere
unique (voir Lemme A.3) en une fonction uniformément continue sur (E,d). On note f ce
prolongement. Alors, puisque le support de i, et jio est dans F,

:ucp(n)(f) = ﬁ@(n)(f) = oo (f) = p(f),
ce qui fournit la convergence recherchée, et la relative compacité de M. O

Remarque 2.31. Nous n’avons pas utilisé la complétude dans le sens réciproque. Ce sens
reste d’ailleurs vrai dans un cadre beaucoup plus général (voir [3]), contrairement au sens
direct.

En conséquence du théoréme de Prokhorov, on obtient la complétude de (P(FE),drp),
ce qui est toujours une information particulierement utile.

Théoréme 2.32. Soit (E,T) un espace polonais. Alors P(E) muni de la topologie de la
convergence étroite est polonais.

Démonstration. Grace aux résultats des Propositions 2.24 et 2.25, il ne reste plus qu’a
démontrer que la distance drp rend P(E) complet.

Soit (pn )nen une suite de Cauchy pour la distance dz, p. La preuve repose sur le principe
suivant : il suffit d’avoir la convergence d’une sous-suite pour que (un)nen converge, et
par le théoreme de Prokhorov, il suffit de montrer que (uy)nen est tendue pour avoir la
convergence d’une sous-suite. Montrons donc la tension de (fi)nen.

Soit € > 0. Par la propriété de Cauchy, on a que pour tout n € N, il existe p(n) € N
tel que pour tout p > ¢(n),

dLP(MP? :U’Lp(n)) < Entl, (2.5)
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ol on note, pour tout n € N, g, := 7. Remarquons que quelque soit n, I’ensemble
{B1, -+ o) b est (relativement) compact, donc tendu d’apres Prokhorov. Ainsi, il existe
K, C E un compact tel que max;<p<,m) tix(E \ Kn) < ent1. Par (2.5) et ce qui précede,
il s’ensuit que pour tout p > p(n),

Hp (KTELn) = Hep(n) (Kn) —ént1 2> 1—¢p

et pour tout p € {1,...,¢(n)}, la méme propriété est vérifiée par construction.

On pose alors K = (), oy Kn 2"t On remarque que K, est précompact, donc il existe
N et des points z1,...zy de E tels que K,, C Ukle(xk,enH). Par conséquent, K"+ C
U{CVZIB (g, en) et donc K est précompact. Ainsi K est fermé et précompact dans un com-
plet, donc compact. On a alors que

(E\K) < 3 (B\ K1) <
neN

Donc (pn)nen est bien tendue. O

Théoréeme 2.33 (Représentation de Skorokhod). Soit (X, )nen et X des variables aléatoires

a valeurs dans un espace polonais (E,T), telles que X, (ig X. N
_ Alors il existe un espace de probabilité (2, F,P) et des variables aléatoires (Xy)nen et
X définies de cet espace vers (E,T) telles que

> X, Y X, VneN;

> Xn—>)?p.s..

Nous ne démontrerons pas ce théoreme, la preuve étant assez longue et technique
(mais néanmoins faisable). Cependant, ce résultat est souvent tres utile, ce qui justifiait
de I’énoncer. En voici un exemple d’application.

Exercice 2.34. Montrer qu’une suite de variables aléatoires a valeurs réelles (Xy,)nen
qui converge en loi et qui est uniformément intégrable vérifie EX, — EX.

[On rappelle la définition de 'uniforme intégrabilité : lim sup E[|X,|1|x,|>4] = 0.]
A—+400 neN
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Chapitre 3

Convergence des processus
continus (et un peu cadlag)

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a des processus stochastiques, c’est-a-dire
des variables aléatoires a valeurs dans un espace de fonction. On traitera essentiellement
de processus continus, avec dans un premier temps des processus d’un espace métrique
compact (K, dk) vers un espace polonais E. Cet ensemble C(K, F') sera noté de fagon plus
concise C, et sera muni de la distance uniforme. Dans un second temps, on traitera plus
généralement de fonctions C(Ry, E) définies sur tout Ry . Enfin, on évoquera le cas de
processus discontinus, mais ayant en tout point une limite a gauche et étant continus a
droite (Section 3.4).

3.1 Convergence étroite dans I’espace des fonctions conti-
nues sur un compact

3.1.1 L’espace C

On munit C de la topologie de la convergence uniforme : pour une distance d métrisant
la topologie de E et le rendant complet,

doo(fy9) =supd(f(t),9(t)), Vf,g€C.
teK

Il est clair que la définition de do, dépend du choix de d, mais on peut vérifier que la
topologie sur C n’en dépend pas.

Introduisons les notions de module de continuité d’une fonction et d’équicontinuité
d’une famille de fonctions, qui nous seront utiles dans la preuve du théoréeme suivant et
dans la suite de ce chapitre.

Définition 3.1. Soit (X,dx) et (Y,dy) des espaces métriques. On définit :
> le module de continuité de f € C(X,Y) par

w(fa 77) = sup {dY(f<x)7f(y)) DT,y € X7 dX(.T,y) < 77}7 V77 > 07
> [équicontinuité d’une famille A C C(X,Y) par la propriété

Ve >0, In >0 tel que supw(f,n) <e.
feA
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Théoréme 3.2. Soit E un espace polonais. Alors l'espace C = C(K, E) est polonais.

Démonstration. La complétude est un résultat classique qui découle de la complétude de
(E,d). Montrons la séparabilité. Pour tous m,n € N*, posons

1 1
Cmn = {fEC: w(f,—) < }
m n
Par compacité de K, il existe pour tout m € N* un ensemble fini de points K,, =

{z1,...xN,,} tels que
Nm

1
K C B(x;,—).

U (25, m)

7j=1
De plus, il existe un ensemble dénombrable D,, ,, C C, , tel que pour tout f € Cym,
pour tout € > 0, il existe g € D,, ,, tel que pour tout x € K, d(f(z), g(z)) < . En effet,
la séparabilité de E assure que pour tout p € N*, on peut recouvrir £ par un nombre
dénombrable de boules de rayon }%, notées (BY)en. Pour tout Ny,-uplet (I, ...,1y,,) den-
tiers strictement positifs, on considere le sous-ensemble de C, ,, suivant :

Cn,m,p,ll,...,le = {f € Cn,m : f(l'j) S BZIZ’ Vi=1,... ,Nm}

SiCnmpis,..in,, 7 (), on choisit un unique élément de cet ensemble qu’on note Crm,pily s,

et on définit
Dn,m = U U {Cn7m7p7l17"'7le}'
PEN* (I1,...,I N, )JE(N)Nm

Alors nous allons montrer que I’ensemble dénombrable suivant

D:= |J Dum

n,meN*

est dense dans C. Pour cela, soit ¢ > 0 et f € C. Soit un entier n > % Puisque f est
uniformément continue (par le théoreme de Heine), il existe m € N* tel que f € C,, .
Soit g € Dy tel que d(f(z),g(x)) < 1 pour tout = € K,,. Pour z quelconque dans K,
soit y € Ky, tel que dg(z,y) < L. Alors

d(f(z),g(x)) < d(f(x), f(y)) +d(f(v),9(y)) +d(g(y),9(x))
3

A

<e.

O]

Rappelons, sans le démontrer !, un résultat classique d’analyse fonctionnelle caractérisant
les sous-ensembles relativement compacts de C.

Théoréme 3.3 (Arzela-Ascoli). Soit K compact et E métrique. On se donne une famille
de fonctions A C C(K,E). Pour Ko un sous-ensemble dénombrable dense de K, on a
l’équivalence suivante :

> A est relativement compacte ;

1. cf. cours de Distributions et Opérateurs en 2A, ou [14, Théoréme 2.1].
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> A est équicontinue et pour tout x € Ky, {f(x), f € A} est relativement compact
dans E.

Lorsque les boules fermées de E sont compactes, on peut simplifier le deuxieme point
de I’assertion précédente.

Corollaire 3.4. Soit K compact connexe et E métrique dont les boules fermées sont
compactes. On considére une famille A C C(K, E). On a l’équivalence suivante :

> A est relativement compacte ;

> A est équicontinue et il existe un xo € K tel que {f(x0), f € A} est relativement
compact dans E.

Démonstration. Supposons que A est équicontinue et qu’il existe un zg € K tel que
{f(z0), f € A} est relativement compact dans E. Montrons que pour tout z € K,
{f(z), f € A} est relativement compact dans F.

Par équicontinuité, il existe n > 0 tel que w(f,n) < 1 pour tout f € A. Par compacité
de K, il existe un nombre fini NV, de points z1,...,zn, tels que K C Uj\’:nl B(zj,n/2).
Ainsi, pour tout z € K, il existe N < N, points {y1,...,yn} C {z1,...,2nN,} tels que
d(zo,y1) <1, d(yj,yj+1) <nppour 1 <j <N —1etd(yn,z) <n. On a donc, pour tout
feA,

N-1
d(f(wo), f(x)) < d(f(xo), f(y1) + > d(f(y;): F(yj1) + d(f (yn), f(x))
j=1
<SN+1<N,+1.

Puisque {f(zg), f € A} est borné, on en déduit que {f(z), f € A} est borné aussi, et
donc relativement compact. O

3.1.2 Cylindres et lois finies-dimensionnelles

Etant donné un espace de probabilité (€2, F,P) et 7 un ensemble quelconque, on appelle
processus stochastique une famille de variables aléatoires (X;)ie7 définies sur cet espace
et a valeurs dans F. On va voir que de manieére équivalente, un processus stochastique est
une application mesurable de (2, F) vers I’ensemble de fonctions E7, muni d’une tribu
adéquate.

Définition 3.5. Soit T un ensemble quelconque et E un espace polonais. On appelle tribu
produit et on note E®T la plus petite tribu sur ET qui rend mesurables les applications

coordonnées :
(E) ET S FE

S S0

En conséquence, les cylindres, c’est-a-dire les ensembles de la forme

,teT.

{FeET: f(t)€An...,fltn) € Ay} = (xP) 1A -0 (7P)71(4,),

sont mesurables pour tous t1,...t, € T, A1,... A, € B(E), et n € N*.

On peut aussi exprimer simplement la mesurabilité d’une application de (Q,F) —
(ET, E®T) : ainsi, on dira que X est une v.a. & valeurs dans E7 si ¢’est une application
mesurable, ce qui est équivalent vue la définition précédente a supposer que pour tout
t € T, X(t) est une variable aléatoire de (€2, F) vers (E, B(E)).
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Définition 3.6. Soit u € P(ET). Pour tout n € N* et tout (ti,...,t,) € T", on note
Hiy,...tn la mesure image de p par la projection sur les coordonnées

T : '
t1,..0ln f — (f(tl),,f(tn))

1l s’agit donc d’une mesure sur E™, appelée marginale de p. L’ensemble des marginales
{Btr,tn (s tn) €T, n € N7}

est appelée ensemble des marginales finies-dimensionnelles de p.

Dans le vocabulaire des probabilités, si X est une v.a. & valeurs dans ET de loi p,
Pty tn €St la loi de (X(t1),...,X(tn)) et on appelle loi finie-dimensionnelle une telle
marginale.

Proposition 3.7. Toute mesure p € P(ET) est caractérisée par ses marginales finies-
dimensionnelles.

Démonstration. Supposons que p et v ont les mémes marginales finies-dimensionnelles.
Alors elles sont égales sur tous les cylindres. Or ces ensembles forment un w-systéme
(ensemble stable par intersections finies) et engendrent la tribu produit. Comme p et v
sont des mesures finies, un corollaire du lemme de classe monotone [11, Corollaire 1.4.2]
indique que p = v. ]

On pourrait continuer ainsi a travailler sur (ET, E®T), construire des processus grace
au Théoreme d’extension de Kolmogorov? (qui nous donnerait l’existence de processus
de Markov ou du mouvement brownien dans RR+), mais remarquons que E7 n’est pas
polonais en général. Ce cadre n’est donc pas adapté a ’étude de la convergence étroite, ce
qui justifie de considérer un espace plus petit que E7.

On pourrait aussi légitimement se demander si les trajectoires ¢ — X;(w) sont continues
pour presque tout w € €.

Remarque 3.8. L’ensemble C(K, E) n’appartient pas en général a la tribu produit E®K .
Ce résultat est laissé en exercice (on pourra considérer le processus défini sur [0,1] par
X(t) = ly=t, U ~ Unif([0,1]), calculer ses lois finies-dimensionnelles et chercher une
contradiction,).

Rappelons que C est muni de la topologie de la convergence uniforme (possible ici car K
est supposé compact), et notons € la tribu borélienne associée. Un processus stochastique
continu est une variable aléatoire d’un espace de probabilité (2, F,PP) vers (C,¥).

Définition 3.9. On note lly la tribu des cylindres sur C, c’est-a-dire la trace de la tribu
E®K surC :lly = o ({A NnC: Ae E®K}). On a encore que Ily est la plus petite tribu
qui rend mesurables les applications coordonnées :

o C =K
e f)

Proposition 3.10. Les deuz tribus que nous avons définies sur C coincident : lly = €.

,te K.

2. cf. cours de Probabilités Avancées en 2A ou [9, Theorem 5.16].
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Démonstration. Commengons par montrer que Il C 4. L’application 7y définie précédemment

de (C,dw) vers (E, d) est continue, donc mesurable pour la tribu borélienne. Donc Iy C %.
Montrons maintenant I'inclusion réciproque. Il suffit de prouver que toute boule fermée

de C est dans Ilx. En effet, la tribu engendrée par les boules fermées est égale a la tribu

borélienne.

Soit donc f € C et r > 0. L’ensemble K est compact, il est donc en particulier séparable.

Soit (xy)nen une suite dense de K, alors

Ba(fir)={g€C: d(f(z),9(x)) <7 Vo € (xn)nen}
= [ =" (Baf(z).r).

Z'E(Z’n)ngN

Il s’agit d'une intersection dénombrable, donc By__(f,r) € Ilg. O

3.1.3 Convergence étroite dans P(C)

On cherche dans cette partie et la suivante a mettre en évidence des criteres de conver-
gence étroite dans P(C), plus simples que la définition de base qui consiste a tester la
convergence de u,(f) pour tout f € Cy(C).

Définition 3.11. On dit qu’une suite (pn)neny C P(C) converge au sens des lois finies-
dimensionnelles vers p € P(C) si pour tout j € N* et tous (t1,...,t;) € K7, on a

(e
(:U«n)th---,tj 42 Htq,..tse

d .\ , .
On note i, (f—>) W cette convergence. De maniére équivalente pour une suite de processus
continus (Xp)nen, on a la convergence des lois finies-dimensionnelles si pour tout j € N*
et tous (t1,...,t;) € K7,

(Xn(t1)s- o, Xu(t) D (X (1), ..., X(25)).

Remarque 3.12. La convergence étroite implique la convergence fd, puisque les projec-
tions Tty ot sont continues.

En revanche, la réciproque est fausse, comme l'illustre l’exemple classique suivant :
Considérons K = [0,1], U une variable aléatoire uniforme et pour tout n € N, X, (t) =
max (0,1 —n|U —t|), t € [0,1], une suite de processus continus.

(fd)

, . d , . .
Exercice : Vérifiez que X,, = 0 (le processus constant égal a 0), mais que X,, ne converge

pas en loi vers le processus nul.

La convergence au sens des finies-dimensionnelles est donc plus faible, mais le résultat
suivant permet de mieux comprendre en quoi cette convergence va nous étre utile.

Proposition 3.13. Soit (un)neny C P(C) et p € P(C). Alors les deux propriétés suivantes
sont équivalentes :

> ,un(iz,u;

d
D> fbn (f—>) woet (fn)nen est tendue.

31



Démonstration. Si (fin)nen converge étroitement, alors {y, fneny U {p} est compact, donc
tendu d’apres le Théoreme de Prokhorov. Par ailleurs, nous avons vu dans la remarque
précédente que la convergence étroite implique la convergence des finies-dimensionnelles.

Etudions maintenant le sens réciproque. Puisque (pn,)nen est tendue, elle est rela-
tivement compacte d’apres le Théoreme de Prokhorov (on rappelle que C est bien un
espace polonais d’apres le Théoreme 3.2). Considérons donc (,u(p(n))neN une sous-suite qui

converge étroitement et v € P(C) sa limite. Par hypothese, 1, (ﬁ) u, donc i et v ont les
mémes marginales. Donc la Proposition 3.7 implique que g = v. Ainsi nous avons montré
que toute sous-suite de (,)nen qui converge, converge vers . Donc (py,)nen converge vers
w (cf. Exercice 2.19). O

Ce résultat simple nous sera extrémement utile lorsqu’on voudra par exemple démontrer
le théoreme de Donsker. Nous allons désormais chercher des critéres rendant (u,)nen ten-
due. Pour cela, utilisons les compacts de C identifiés dans la Section 3.1.1.

3.1.4 Tension dans P(C)

Proposition 3.14. Un sous-ensemble M C P(C) est tendu si et seulement si
(i) pour toutt € K, l'ensemble {p : u € M} est tendu;
(ii) pour tous e >0, n >0, il existe 6 > 0 tel que

sup p({f €C: w(f,6) =2 n}) <e.
HEM

Lorsque les boules fermées de E sont compactes, il suffit de trouver un t € K tel que
{pe = p e M} soit tendu.

Démonstration. Supposons que () et (i7) sont vérifiés et montrons la tension (la réciproque
est laissée en exercice). Soit € > 0 et (f,)nen une suite dénombrable dense de K. Pour
tout n € N, on peut grace a (i) trouver un compact KnE C FE tel que

g
E\ KEF) < .
jélﬁutn( \Ey) < 5o

Et grace a (i), pour tout m € N, il existe 6, > 0 tel que

1 €
Msélja,u ({f w(f,0m) > 2m}> < om+2

On définit alors K. = {f €C: Vn €N, f(t,) € KF et Ym € N, w(f, ) < 5 }. D’apres
le Théoreme 3.3 (Arzela-Ascoli), K¢ est relativement compact. On observe aussi que K.
est une intersection de fermés (comme images réciproques de fermés par des fonctions
continues), ainsi K. est fermé, et donc compact. Enfin, on a

g £
sup u(C\’Ca)SZWJF > om+z — &
HeM neN meN

Donc M est tendu. O

Remarque 3.15. La convergence des marginales finies-dimensionnelles implique le (i) de
la proposition précédente.
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On peut transposer la proposition précédente pour des suites de processus stochas-
tiques, en remplacant notamment le sup,, par une limsup,, ,, -

On dira qu'une suite de processus (X, ),en & valeurs dans C est tendue si ses lois le
sont, i.e. si la suite des mesures de probabilité (Px, ),en (parfois aussi notée (L£(Xy))nen)
est tendue.

Corollaire 3.16. Soit (X, )nen une suite de v.a. & valeurs dans C. Alors cette suite est
tendue si et seulement si

(i) pour tout t € K, la suite (X, (t))nen est tendue ;
(i) pour tous e >0, n > 0, il existe & > 0 tel que

limsup P (X, 0) > 1) < ¢

n—-+4o0o

Lorsque les boules fermées de E sont compactes, il suffit de trouver un t € K tel que
(X0 (t))nen soit tendue.

Démonstration. Il suffit de montrer que si pour tous € > 0, n > 0, il existe § > 0 tel que
limsup P (w(X,,,0) > n) < ¢, alors il existe §' > 0 tel que bupIP’( (Xn,0) > n) <e.

n—-+o0o

Soit § > 0 tel que limsup P (w(X,,,0) >n) < /2. A1n51 il existe un rang N tel que

n—+o00
sup P (w(X,,d) > n) < e. Quitte a choisir ¢ plus petit, on a également
n>N

sup P (w(Xy,0) > 1) <e
n<N

D’ol le résultat. O

Exemple 3.17. Reprenons 'exemple de la remarque 3.12. Le critére (it) n’est pas vérifié
pour la suite de processus (Xy,), donc elle n’est pas tendue.

Bien que le corollaire précédent simplifie considérablement ’étude de la convergence
en loi des processus continus, le module de continuité n’est pas toujours facile a controler,
notamment car il faut controler la loi de toute la trajectoire d’'un processus. Nous allons
voir qu’on peut se ramener a 1’étude de deux marginales grace au critere de Kolmogorov.
On étudie ici des processus indexés par un compact de R, disons [0, 1] sans perte de
généralité. On note C = C([0, 1], E).

Nous admettrons le lemme technique suivant, dont la preuve n’est pas d’une grande
difficulté mais n’est pas non plus d’un intérét essentiel dans ce cours (vous trouverez cette
preuve dans [14, Lemme 2.2]). En revanche il est intéressant de noter que ce lemme mene
également au théoreme de continuité de Kolmogorov (voir Remarque 3.20).

Lemme 3.18. Soit une fonction f : [0,1] — E. On note D, = {2%, 0 <k <27}
Uensemble des dyadiques d’ordre n, et D = |, ey Dn Uensemble des dyadiques. On suppose
qu’il existe C,a > 0 tels que pour tout n € N, pour tous dyadiques s,t € D,, consécutifs,
on ait d(f(s), f(t)) < C|s —t|*.

Alors pour tous s,t € D,

2C

d(f(s), f(t)) < 1_9-a

|s —t|°.
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Théoréme 3.19 (Critere de tension de Kolmogorov). Soit (X,,)nen une suite de v.a. a
valeurs dans C. Supposons que

> pour tout t € [0,1], (X (t))nen est tendue;
> il existe p, 5 >0 et C' > 0 tels que

sup E [d(X,(s), Xn(t))P] < Cls — t|+8, Vs, t e 0,1].
neN

Alors (X,)nen est tendue. On a méme plus précisément que pour tout a € (0, %) et tout
e >0, il existe un M > 0 tel que

d(Xn(s), Xn(t
supP sup (Xn(s) () >M | <e.
neN s,t€[0,1],s#t ’3 - t‘a

Lorsque les boules fermées de E sont compactes, il suffit de trouver un t € [0,1] tel que
(Xn(t))nen soit tendue.

Démonstration. Notons a(F(s). (1))
S )
[fla=sup ——F———
s,t€[0,1], s#£t ‘5 - t|
la seminorme Holder de parametre «, et remarquons que si f € C,
d(f(s), f(t
wp AL
s,teD, s#t |S - t|

Ainsi, par le Lemme 3.18, on a pour tout n € N et pour tout M > 0,

P <[Xn]a > T 9

On obtient donc

P ([Xn]a > 5 31\24&> < %2’” ke{of.lf%’fn_l}lp (d (Xn(k27™), Xn((k +1)27™)) > M27™)
E [d (X, (k27™), X,,((k + 1)27™))]

< E 2m max
o ke{0,...,2m—1} MP2—pma ’
meN

en appliquant I'inégalité de Markov a la deuxieme ligne. Par hypothese, il vient donc

2M C
< m—m(1+8)+pma

et on s’assure que cette somme est finie en choisissant o € (0, %) De la sorte, il existe
C’ > 0 (qui dépend uniquement de «, 3, p et C) telle que

2M c’

F ([X”]“ “1- 2—a> =

Enfin, il suffit de remarquer que pour tout 6 > 0, w(X,,d) < [X,]a 0% On déduit de cette
inégalité et de (3.1) que pour € > 0 et nn > 0 fixés, on a

(3.1)

20 C' §or
(1 —27)pyp
g

IN

P(w(Xn,(s) > 77) <P ([Xn]a > 775_a)

IN

en choisissant ¢ suffisamment petit. Donc par la Proposition 3.14, on conclut que (X,,) est
tendue. O
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Remarque 3.20. On peut déduire du Lemme 3.18 et d’un calcul similaire a la preuve
précédente le Théoreme de continuité de Kolmogorov. Notons

A/ (), (1)

s,teD, s#t |8 - t|a

(e =

On va travailler avec un processus X a valeurs dans E01] (on ne le suppose donc pas
continu), qui vérifie

E[d(X(s), X (t))?] < C|s — t|'*5, s, t € [0,1]. (3.2)

En reproduisant la preuve précédente jusqu’a (3.1), on obtient que pour o € (0, %),

~

Ceci implique (vérifiez-le!) que pour tout q € (0,p), E[([X]3)?] < oo. Ainsi sur un en-
semble Qo € F de probabilité 1, [X]; < oo, ce qui revient a dire que Yw € Qp, X (w) est
a-Hélder continu sur D. On appelle X (w) le prolongement par continuité de X (w) a tout
Uintervalle [0, 1]. Nous allons vérifier que pour tout t € [0,1], P(X; = X;) = 1. Le théoréme
de Kolmogorov stipule donc que si X vérifie (3.2), alors X admet une modification Hélder
continue. _

Montrons donc que pour tout t € [0,1], P(X; = X;) = 1. Soit t € [0,1] et (tp)nen C D
telle que t, — t. Alors (3.2) et linégalité de Markov impliquent que X, — X; en proba-
bilité. D’autre part, la construction méme de X indique que X, — X; presque surement.
D’ou le résultat.

3.2 Convergence étroite dans I’espace des fonctions conti-
nues sur R,

Les processus que nous étudierons par la suite seront souvent indicés par R plutot que
par un compact. Ceci pose quelques problemes techniques : en premier lieu, la “distance”
uniforme n’est pas nécessairement a valeurs dans R (elle peut étre infinie, par exemple si
E =R, ce n’est donc plus une distance) ; en outre, I'espace C(R;; E) n’est pas séparable,
donc a fortiori pas polonais.

On munit en fait espace C(R4; E') d’une distance de Fréchet, induite par les distances
sur C([0,N; E), N >0 :

doo(fr9) = > 27N (M sup d(f(t),g(t))>, Vf,g € C(Ry; E).

NEN* tE[U,N]

Cette distance engendre la topologie dite de la convergence uniforme sur les compactes,
ou topologie compacte-ouverte. On peut vérifier que si E est polonais, C(Ry; E) muni de
cette distance l'est également (ezercice).

En pratique, on peut montrer que vérifier la tension dans C(R4; E) revient a vérifier
la tension dans chacun des espaces C([0, N]; E), N € N* :

Proposition 3.21. Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires a valeurs dans C(Ry; E).
Alors on a léquivalence suivante :
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> (Xn)nen est tendue dans C(Ry; E) ;

> pour tout N € N*, la suite des restrictions ({Xn(t), t € [0, N]})nen est tendue dans
([0, N]; E).

3.3 Théoreme de Donsker

On dispose désormais de tous les outils et notions nécessaires pour démontrer le
théoreme de Donsker, que nous avions présenté dans la partie 1.1.1.

Sur un espace de probabilité (2, F,P), on se donne une suite de variables aléatoires
(X1)ren i.i.d. et & valeurs dans R?, de moyenne nulle et de matrice de covariance I’identité.

On définit la marche aléatoire (Sy,)nen par So = 0 et pour tout n > 1, S, = >}, Xj.

On définit alors le processus continu (Wt(l))teR +» qui étend la marche aléatoire, par

Wt(l) =Sy + = [t)) X141

Le processus changé d’échelle est alors, pour tout n > 1,

Lw(l)

Wt(n) = \/ﬁ nt

t>0,

et on a clairement W™ € C(R,;RY).

Théoréme 3.22. Soit (Xi)ren une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans R,
admettant un moment d’ordre 2. On suppose que les Xy sont de moyenne nulle et de
matrice de covariance l’identité.

Alors la suite de processus (W (™), cn+ définie ci-dessus converge en loi dans C(R; R%)
vers un processus (Wi)ier, , appelé mouvement brownien standard (de dimension d). Ce
processus est caractérisée par la propriété que pour tous 0 < t; < --- <y, les v.a. Wy, | —
Wi, , 1 <k <1—1 sont des gaussiennes indépendantes, centrées et de variances respectives

Démonstration. Nous allons démontrer ce résultat sous des hypotheses plus restrictives
que celles annoncées : nous supposons que les X ont des moments d’ordre 4 finis. La
tension dans le cadre générale demande un peu plus de travail. Vous pouvez consulter
cette preuve dans [2, 13, 14].

Le schéma de preuve repose sur la caractérisation de la convergence en loi des pro-
cessus a valeurs dans C donnée dans la Proposition 3.13 : nous allons donc montrer la
convergence des lois finies-dimensionnelles (ce qui nous donnera au passage les lois finies-
dimensionnelles de la loi limite), puis la tension.

Premiere étape : convergence des lois finies-dimensionnelles. Soit [ € N* et
0 <ty <--- <t Il est clair que les variables aléatoires SLntkHJ — SLnth, 1 <k <I, sont
indépendantes, centrées et de variances respectives (|ntyy1| — [ntx|) I4. Ainsi, d’apres le
Théoréme central limit multidimensionnel ®, on a

1 1 @
<\/H(S[nt2J - SLntlj)w‘w%(SmtlJ —SWHJ)> =2 (N1, N,

3. on peut aussi démontrer cette convergence “a la main”, en utilisant l'indépendance et la ca-
ractérisation de la convergence en loi par le Théoreme de Lévy.
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ou Ni,...,N; sont des gaussiennes indépendantes, centrées et de variances respectives
(tg+1 — tx) Ig. On en déduit par transformation continue que

1 1 1 @
<\/ﬁSLnt1j7\/ﬁSLntgjw--?\/ﬁSLntlJ) = (N1, Ngy o Nyt N

Pour passer a la convergence des finies-dimensionnelles de W), observons que

1 < [ Xintj

vn - n

converge p.s. vers 0 (et donc aussi en probabilité). Donc par le Lemme de Slutsky (voir
DM), il vient que

’Wt(n) — —=5nt

n n d
(Wt(1)7,,,,Wt(l )> HON (N1, Noy...,N1+ -+ N,).

n—oQ

Deuxiéme étape : tension. On a vu dans la Proposition 3.21 qu’il suffit de montrer la
tension de la restriction ({Wt(n), t € [0, N]})nen pour tout N € N*. Nous allons considérer
uniquement le cas N = 1 afin d’alléger les notations, mais vous pouvez vérifier que cela
n’engendre aucune perte de généralité.

Nous allons chercher a appliquer le critere de tension de Kolmogorov (Théoreme 3.19).
Soient s < t € [0,1]. On commence par supposer que ns € N et nt € N. On a alors deux

(1)
PEER

cas. Premier cas : si n(t—s) > 1, alors en notant X X ,gd) les composantes du vecteur

aléatoire X}, on obtient

n (n)ja] _ 1 47 1 4
1 (1) () (G2) 3 (52)
= ﬁ Z E Z Xkll Xk21 Z X112 X122
1<j1,72<d 1<k1,k2<n(t—s) 1<y, lo<n(t—s)

Simplifions cette somme en tenant compte des covariances nulles entre coordonnées d’un
méme vecteur et de 'indépendance entre vecteurs différents (on rappelle que les vecteurs
sont d’espérance nulle). On obtient alors

" n 1 . . . )
E ‘Ws( ) _ Wt( )|4} = Z Z E [Xlgjll) Xlgl)} Z E |:Xl(1]2)Xl(;2)i|
J1#j2 1<ky ko <n(t—s) 1<y, la<n(t—s)

1 @) () x () 5 @)
+ n2 Z Z E [Xlﬂ Xk2 Xk3 Xk4 }
1<j<d 1<k, k2 ks ka<n(t—s)

_ % Z Z E [(X]gjl))Q} Z E [(XZ(JQ))Q}

N#j2 1<k<n(t—s) 1<i<n(t—s)
fa 3 Y B[]+ Y R[] B [xD)]
1<j<d | 1<k<n(t—s) k1#£k2
1 d(d—1)

S (n(t_s))2+nl2<M4+d(n(t_5))(n(t_5)_l)>’

2

ol on a noté My la somme (en j et en k) des moments d’ordre 4. Or cette quantité

est clairement majorée par n(t — s) dmaxi<;<q E[(X,gj))‘l], ou le max ne dépend pas de k
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(puisqu’on a supposé que les X, sont i.i.d.). Par conséquent, il existe une constante C' > 0
qui ne dépend que de d et des moments d’ordre 4 de X}, (pas de n), telle que

n d(d—1)+d dE[(X V)4
< C(t—s)?, (3.3)
en utilisant dans la derniére inégalité I’hypotheése de ce premier cas, a savoir n(t —s) > 1.

On a maintenant un deuziéme cas, avec n(t — s) < 1. Comme on suppose toujours que
n(t — s) est entier, la seule possibilité est n(t — s) = 1. On a alors

n 1 1
E (W - w] =B [nQ|Xm|4} = “E|Xi*) = C(t - 5)”,

avec C = E[|X;[*]. Ainsi dans les deux cas considérés, E [[WS(”) - Wt(n)\‘l < Ot — s)?,
quelque soit s < t avec ns et nt entiers.
Considérons maintenant le cas ou ns et nt ne sont plus nécessairement entiers. Si

|ns] = |nt], alors Wt(n) —wi = V(t — 8)X|pej41, et donc
E W™ - W] = n?(t - ) EIX0 [ < C (¢ - 9)7,
en utilisant le fait que ¢ — s < 1/n. Si [ns] < |nt], alors on écrit
n 1
VW —w <l —w ) i w = w e w - )

Par I'inégalité de Minkowski et les deux résultats précédents, on a alors

N

E W™ w@@<meLyu—mﬁHmuqmy4ﬁ+m—mm

)

<301t — s|z.

Nous pouvons maintenant conclure grace aux deux étapes précédentes et la Propo-
sition 3.13. La loi limite est caractérisée ses lois finies-dimensionnelles (Proposition 3.7),
décrites ici dans I’énoncé du théoreme. On appelle une telle loi la mesure de Wiener. [

Remarque 3.23. On voit que c’est Uapplication du critére de Kolmogorov qui nécessite
des moments d’ordre strictement supérieur a 2 pour les Xi afin d’obtenir une borne en
(t — )P, B >0, dans l'inégalité (3.3).

Grace au théoreme de Donsker, on peut passer d’une information sur la loi du mou-
vement brownien a une information sur la loi de la marche aléatoire simple, et vice versa.
C’est ce qu’illustrent les deux exercices suivants.

Exercice 3.24. Soit (Xy)ren des v.a. réelles i.i.d. centrées et de variance o2 > 0. Montrer
que la suite de v.a. (%\%"S’“)%N* converge en lot vers une variable aléatoire de fonction

. . . T e—y2/2
de répartition donnée par F(z) =2 [ eﬁ
pour le brownien, i.e. sup;gj \Wt| ]W1|] Notez qu’un tel résultat n’aurait pu étre
obtenu par simple application du TCL.

dy [on pourra utiliser le principe de réflexion
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Exercice 3.25. Loi de I'arcsinus : le but de l’ezercice est de démontrer que si (Wy)yepo,1) est
un mouvement brownien standard et que R = sup{t € [0,1] : Wy = 0} est le dernier temps
de passage en 0 du brownien, alors la loi de R est donnée par P(R < t) = %arcsin(\/f), te
[0,1].

Soit (Xi)ren une suite de v.a. i.i.d. de loi donnée par P(Xy = 1) = P(X}, = —1) = 3.
On note S, = > p_; Xk la marche aléatoire associée (Sop = 0). Soit R, = max{k €
{1,...,n}: S =0}

1) Le but de cette question est de montrer que pour toutn > 1, P(S; #0,...,S2, #0) =
P(Ss, = 0).

a) Exprimer P(S1 #0,...,S2, #0) en fonction de P(S; > 0,...,Ss, > 0).

b) Montrer que P(S1 >0,...,S2, >0) = %]P’(Sl >0,...,5,-1>0).

¢) En déduire que P (S1 #0,...,5, #0)=P(S1 >0,...,S2, >0).

d) Déduire de la question précédente que P (S1 #0,...,So, # 0) = P(S2, = 0).
On cherchera pour cela a établir une transformation bijective entre les chemins
{Sk}1<k<on tels que Sz, = 0, et les chemins qui restent positifs (i.e. Sp > 0

pour tout k € {1,...,2n}). On pourra utiliser le premier temps ou le minimum
de la marche (celle qui vérifie Son, = 0) atteint son minimum.

2) a) Déduire de la question 1) un lien entre P(Ry, = 2k) d’une part, et P(Sz; = 0)
et P(Syn—k) = 0) d’autre part.
b) Montrer que limy_, oo VTkP(Sy, = 0) = 1.
¢) En déduire que pour tout z € (0,1), lim nmy/x(1 —z)P(Ry, = 2|an]) = 1.
n—-+0o
3) On veut maintenant utiliser le théoréme de Donsker pour démontrer la loi de Uarc-
sInus.
a) On note ® : f s sup{t € [0,1] : f(t) = 0}. L’application ® est-elle continue
de C([0,1];R) vers R ¢
b) On admettra la propriété suivante du brownien : presque surement, le brownien

prend des valeurs positives et négatives dans tout voisinage de ses zéros, et
W1 # 0. En déduire que W est p.s. un point de continuité de .

¢) Conclure.

3.4 Bref apercu de la tension dans l’espace des fonctions
cadlag

Reprenons ’exemple de la convergence de la marche aléatoire par changement d’échelle
dans le théoreme de Donsker. On peut étre tenté de ne pas interpoler linéairement ce
processus? et de considérer plus simplement

N 1~
Wt(l):SLtJ ot WM =W, neN, t>0.

\/ﬁntv

Cependant la suite de processus (W(™),cy n’est pas dans C(R,, RY) car ses éléments sont
discontinus. Les criteres de tension établis dans les parties 3.1.4 et 3.2 ne sont donc pas

4. ce qui sera le cas dans le prochain chapitre.

39



applicables. Le bon espace pour travailler est plutot D(R; ]Rd), I’espace des fonctions dites
cadlag, c’est-a-dire continue a droite avec une limite a gauche en tout point (composante
par composante). Grace au théoréme de Donsker, on peut montrer la convergence suivante :

Exercice 3.26. Montrer que sous les hypotheses du Théoreme 3.22, on a pour tout T’ > 0
et tout € > 0,

lim P ( sup |WN/'t(n) - Wt(n)\ > E) =0.

=00 t€[0,7]

En déduire que la suite de processus (W(”))%N converge en loi dans lespace D(R,;R?),
muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts, vers le mouvement
brownien.

Cependant ’espace D(R+;Rd) n’est pas séparable si on le munit de la topologie de
la convergence uniforme sur les compacts; penser par exemple aux fonctions fy, = 1y, ]
définies sur [0, 1] pour tout y € (0, 1), qui vérifient || f, — f.|lcc = 1 dés que y # z.

On peut munir cet espace d’'une topologie qui le rend polonais, et nous présentons
ici succinctement la topologie J1 qui est une des quatre topologies de Skorokhod. Comme
pour 'espace des fonctions continues, on se restreint dans un premier temps & un intervalle
de temps compact, disons [0,T], T > 0.

Définition 3.27 (Topologie de Skorokhod). On dit qu’une suite de fonctions (fn)nen C
D([0, T]; RY) converge vers f € D([0,T]; R?) pour la topologie de Skorokhod s’il existe une
suite de fonctions @, : [0,T] — [0,T] strictement croissantes telle que

Ifnoen—Fflloo =20 et lon—Idlo — 0.

La distance associée & cette notion de convergence est donnée ainsi : pour f, g € D([0, 1];R9),
on définit

ds(f,g9) = _inf max([|f —go ¢, [[ld = ¢llo),
pE€Homeo

ou Homeoy est I’ensemble des homéomorphismes croissant de [0, 1] vers [0, 1]. On peut
vérifier que la restriction de cette distance a l’espace des fonctions continues engendre la
topologie uniforme.

Exercice 3.28. Pourn > 3, soient f, = ]1[1 1) et gn = Il[1+ e Montrer que ces deux
suites convergent vers la fonction h = Il[; 1] pour la topologie de Skorokhod.
27

A Uaide de cette exemple, déduire que D([0,1];R), muni de la topologie de Skorokhod,
n’est pas un espace vectoriel topologique (!).

La distance dg définie ci-dessus rend D([0, 1]; R?) séparable mais pas complet. Néanmoins
on peut trouver une distance (qu’on n’écrira pas, voir par exemple [2]) qui engendre la
méme topologie et qui rend D([0, 1]; R%) complet. Ainsi D([0,1];R?) est polonais.

1l est ensuite possible d’étudier des criteres de tension sur D([0, 1]; R?) comme nous
I’avons fait pour les fonctions continues, en remplacant le module de continuité par un
module adapté aux discontinuités des fonctions cadlag. Nous n’entrerons pas dans les
détails et renvoyons le lecteur a [2], nous contentant ici du critére énoncé dans le prochain
paragraphe.
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Dans le chapitre suivant, nous approcherons des diffusions par des chaines de Markov.
Comme pour le Théoreme de Donsker, la question se posera de savoir comment on étend
les chaines de Markov (temps discret) a des processus en temps continu. On penchera pour
I’extension en des trajectoires constantes par morceaux, comme pour W ci-dessus, afin de
préserver la propriété de Markov, qui sera essentielle pour identifier la limite. Cependant,
les objets limites auront des trajectoires continues, et dans ce contexte, on pourra utiliser
le critere de tension suivant.

Théoréeme 3.29. Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires a valeurs dans D(R4; E).
On a Uéquivalence suivante :

> (Xpn)nen est tendue pour la topologie de Skorokhod et toutes ses valeurs d’adhérence
sont des v.a. a valeurs dans C(Ry; E) (ou de maniére équivalente, les valeurs d’adhérence
des lois de (X,,) sont des mesures de probabilités chargeant 'espace C(R4; E));

> pour tout N € N*, tout € > 0 et tout n > 0, il existe ng € N* et A > 0 tels que

si m>mng, alors P| sup |X,(t) >A| <¢g
te0,N]

et il existe en plus 6 > 0 tel que
si m>mng, alors P (W(tho,]v] ,0) > 77) <e.

Lorsque les boules fermées de E sont compactes, il suffit d’avoir que P (| X,,(0)] > A) < e
pour que la premiére condition soit vérifiée.

Démonstration. Voir Proposition 3.26, chapitre VI de [7]. O
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Chapitre 4

Théorie de Stroock-Varadhan de
’approximation des diffusions

Dans cette partie des notes, nous présentons une introduction a la théorie de Stroock-
Varadhan de 'approximation des diffusions, complétant ainsi I’exemple de 'urne d’Eh-
renfest exposé dans I'introduction du cours. Ces notes s’inspirent du cours de Berestycki
[1] et du livre de Durrett [6]. Pour un traitement plus exhaustif, on pourra se référer au
chapitre 11 du livre de Stroock et Varadhan [18].

Partant d’une suite de chaines de Markov {(Yk(n)) ken,n € N}, on considere pour tout
n € N I'extension en temps continu dilatée d’un facteur n en temps :

(n) _ v (n)
X, = YLntJ’ t>0. (4.1)
On s’intéresse a la convergence de la suite de processus cadlag (X (n))nGN vers une diffusion.
On préferera travailler avec les extensions cadlag plutot que continues car les premieéres
préservent la propriété de Markov, qui sera essentielle pour identifier la limite. A titre
d’exemple d’une telle suite de chaines de Markov, on a avec les notations de la section

)

précédente que la marche aléatoire simple renormalisée ﬁSk correspond a Yk(n et le

processus W™ correspond ici & X,
Rappelons 'approche générale présentée dans ce cours pour obtenir des passages a la
limite d’une suite :
(i) Montrer une forme de compacité de la suite, en I'occurrence la tension de la suite de
chaines de Markov renormalisées.

(ii) Identifier la limite : montrer que toute sous-suite admet une sous-suite qui converge,
et que la limite est toujours la méme.

4.1 Rappels sur les processus de Markov et les martingales

Dans cette partie et la suivante, on travaillera sur des espaces de probabilité filtrés,
c’est-a-dire (Q, F, (Ft)ier. , P) satisfaisant les conditions usuelles : la tribu F est P-complete
(si A est un sous-ensemble de B € F et P(B) = 0, alors A € F) et la filtration est continue
a droite :

Fi=()Fs VteR,.

s>t
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Définition 4.1. Soit (2, F, (Fi)ier, . P) un espace de probabilité filtré. On appelle mar-
tingale locale tout processus stochastique M : Q x Ry — R? qui est (Ft)-adapté et pour
lequel il existe une suite de temps d’arrét (T, )nen tels que

> pour toutn € N, T, <Tphi1 p.s. et limy 400 Ty = 400 p.s.;

> pour tout n € N, le processus arrété M = (Mt/\Tn)teR+ est une vraie martingale.

On notera Mo, l'espace des martingales locales continues.

On rappelle la définition et 'existence du crochet de martingales, donné par la propo-
sition suivante.

Proposition 4.2. Soient (0, F,(Ft)ier,,P) un espace de probabilité filtré et M,N €

M ioc des (Fi)-martingales locales. Alors il existe un unique processus noté [M, N] qui

est (Fy)-adapté, continu, et tel que MN — [M, N| soit une martingale locale partant de 0.
En outre, si on définit pour tout n € N et pour tout t > 0 le processus

12t -1

(M, NV = Z (Mg y1y2-n — Myg—n) (Ngs1ya—n — Nyo—n)
k=0

alors [M, N]™ converge uniformément sur les compacts en probabilité vers [M, N].
Enfin, la notion de chaine de Markov sera centrale dans ce chapitre.

Définition 4.3. Soient (E,E) un espace mesurable, (Q, F,P) un espace de probabilité et
(Fn)nen une filtration discréte. On appelle chaine de Markov tout processus X : Q@ x N —
(E,&) qui est (Fp)-adapté et vérifie

P(Xpp1 €A|F) =P (X1 €A|X,), YneN, VA

On rappelle qu’une chaine de Markov est homogéne? si pour tout n € N, la loi de X,,41
conditionnellement a X, ne dépend pas de n.

La loi d’une chaine de Markov peut étre décrite par la donnée d’une loi initial u € P(E)
et d'un noyau de transition. On rappelle qu'un noyau de transition est une application
Q: Ex&—10,1] telle que

> pour tout A € £, x — Q(x, A) est mesurable;

> pour tout x € E, A Q(x, A) est une mesure de probabilité.

Ainsi, étant donnés p et @), on peut construire une chaine de Markov telle que P(X; €
A) = pQ(A) = [, Q(x, A) plde).

A Tinverse, pour une chaine de Markov donnée, P(X; € A | Xy) =: Q(Xo, A) fournit
un noyau de transition.

Définition 4.4. On appelle mouvement brownien standard wun processus stochastique
continu & valeurs dans R? qui vérifie : (i) Wo = 0 p.s. ; (ii) pour tous 0 < t; < --- < t,
les v.a. Wy, — Wy, 1 <k <1 —1 sont des gaussiennes indépendantes, centrées et de
variances respectives (tg+1 — tx) Iy.

Soit (Q, F, (Fi)ter, . P) un espace de probabilité filtré. On appelle Fi-mouvement brow-
nien tout mouvement brownien adapté a (F;) tel que pour tout t € Ry, (W5 — Wi)ser,
est indépendant de F;.

Le théoréme de Donsker assure ’existence du mouvement brownien.

1. a indistinguabilité pres.
2. sauf mention contraire, toutes les chaines de Markov seront supposées homogenes, on ne précisera
donc plus qu’elles le sont.
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4.2 Compléments sur les équations différentielles stochas-
tiques et les générateurs

Dans tout ce chapitre, nous noterons R%*? ’espace des matrices carrées de taille d.
On considérera o : R — R¥>? ¢t b : R? — R des applications mesurables. Par la suite,
nous allons travailler avec des équations différentielles stochastiques (EDS) de la forme
suivante : pour W un mouvement brownien standard de R¢,

t t
X, = X, +/ b(X,) ds +/ o(Xs)dW,, t>0, (4.2)
0 0

ce qui peut se lire composante par composante de la facon suivante :
Xi=Xxi +/ bi(X,) ds + Z/ 0 (X)dWI, t>0,ie{l,...,d}.
0 . 0
j=1

Définition 4.5 (Solution d’'une EDS). Une solution de I’EDS précédente consiste en la
donnée des éléments suivants :

(i) un espace de probabilité filtré (0, F, (Fi)ier, ,P) satisfaisant les conditions usuelles ;
(i3) un (Fi)i>0-mouvement brownien (W;)i>o @ valeurs dans R? ;
(i1i) un processus continu (Xt)i>0, (Ft)i>0-adapté, vérifiant I’équation (4.2).

Pour Xo =z € R? fizé, on parle d’EDS partant de = et on note (Ey) le probléeme corres-
pondant.

Pour (4.2), on a les notions suivantes d’existence et d’unicité.

Définition 4.6. Pour l’équation (4.2), on dit qu’il y a :
> existence faible si pour tout x € RY, il existe une solution au probléeme (E) ;
> unicité en loi si pour tout x € R?, toutes les solutions de (E,) ont la méme loi;

> unicité trajectorielle si sur un méme espace de probabilité filtré (0, F, (Ft)ier, ,P)
et pour un méme (Fi)i>0-mouvement brownien W sur cet espace, deux solutions X
et X' telles que Xo = X p.s. sont indistinguables.

> Une solution X de (E;) est dite solution forte si X est adapté a la filtration naturelle
de W.

Plusieurs résultats importants relient ces définitions. Sans entrer dans les détails, si
toute solution est forte, alors il y a unicité trajectorielle pour 'EDS. Par ailleurs, s’il
existe des solutions et qu’il y a unicité trajectorielle, alors il y a aussi unicité en loi. Dans
ce cas, I'unique solution est une solution forte, c’est le théoréme de Yamada-Watanabe.
On pourra se référer au Chapitre IX de [15] pour plus de détails.

On rappelle que si les coefficients b et o sont Lipschitz continus, alors il existe une
solution forte a 'EDS qui est trajectoriellement unique.

Dans la preuve du théoreme 4.13 (partie unicité), nous aurons besoin de la notion
de générateur infinitésimal d’un processus de Markov. Nous nous restreignons ici a la
définition pour une solution X de (4.2). Cette définition permettra également de moti-
ver I'introduction des notions de générateur discret et de problemes de martingales qui
apparaitront dans les deux prochaines sections.
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Définition 4.7. Soit Co(R%;R) l'espace des fonctions continues de R? — R qui tendent
vers 0 a l'infini.
Pour tout x € R, on note X* une solution de (E,) et on pose

D(L) = {f € Co(R4:R) - Ef(X; 1_ /(@) converge uniformément lorsque t — 0} .

Pour tout f € D(L), on définit alors le générateur infinitésimal £ de X par

o EFXE) — (@)
t\O t

Lf(x) =

Exercice 4.8.

> Déterminer le générateur L (et le domaine D(L)) pour un mouvement brownien
standard.

> On suppose que b et o sont continus bornés et qu’il exviste une solution faible a
I’EDS (4.2), unique en loi. Déterminer le générateur £ de X pour f € C*(R%R)
(les fonctions C% a support compact).

> Sous les mémes hypothéses, montrer que pour tout f € D(L), le processus

{f(Xt) - /Ot LF(X,) ds}tzo

est une (Fi)i>0-martingale locale.

Revenons désormais aux processus discrets, et considérons plus spécifiquement la marche
aléatoire simple renormalisée, & savoir le processus W (™ rencontré dans le chapitre précédent.
Pour ce processus, on peut définir le générateur discret £ comme suit. Pour f:RY =R
mesurable bornée, z € R?,
B [£G7) - 167 | 77 =]
L™ f(a) = -

1/n

En notant p la loi des accroissements de Sy, (I’accroissement de la marche aléatoire simple),
un simple calcul permet d’écrire

LM f(z)=n /

R

Y
(e 2o 1) utay) (1.3

Exercice 4.9.
> Montrer que le processus {f(Wén)) - %Z?;& C(”)f(wgn))}k@; est une martingale
pour la filtration Fj, = 0(Xj,j Snk).
> Caleuler L f pour fi: x>z et fo: x> zal.

n

En dimension d = 1 et pour une mesure p d’espérance nulle et de variance 1, observons
a partir de (4.3) que pour f € C3,

2

£ (@) = nf'@) [ty + 51"(@) [ ) +0,es)

_ %f”(m) + onse(1).
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On observe que £ f converge uniformément vers % f" = Lf, avec L qui n’est autre
que le générateur infinitésimal du mouvement brownien standard. On verra dans la preuve
du théoreme 4.13 que la convergence du générateur infinitésimal suffit & caractériser la loi
limite de la diffusion, lorsque la chaine de Markov renormalisée qu’on étudie est tendue.
Cette approche fournit une preuve alternative a la preuve du théoreme de Donsker vue
précédemment, qui ne nécessite pas 'utilisation du TCL.

4.3 Problemes de martingales

Les problemes de martingales permettent entre autres de résoudre des équations différentielles
stochastiques. Ils nous permettront également d’identifier les lois limites de chaines de
Markov.

Dans toute la suite du chapitre, on notera a = oo’ . Bien qu’on puisse formuler la
définition de probléeme de martingale plus généralement a ’aide des générateurs, on se
restreint ici a la formulation suivante, en lien avec les EDS dirigées par un mouvement
brownien standard.

Définition 4.10 (Probleme de martingale). Un processus continu X a valeurs dans R?
et un espace de probabilité filtré (Q, F, (Fi)ier, ,P) forment une solution du probleme de
martingale M(a, b) si les processus

t
y = <Xt— / b(Xs)ds>
0 teR4
t
(YthT—/ a(XS)ds>
0 teRy

sont des Fy-martingales locales. Puisqu’on s’intéresse uniquement au processus X, on sup-
posera que Fy = o(Xs,s <t).

et

Exercice 4.11. Montrer que si b et o sont des coefficients Lipschitz, alors il existe une
EDS dont la solution produit une solution au probléme de martingale M(co™,b).

La proposition suivante montre que la réciproque est également vraie. Toute solution
d’un probléme de martingale donne une solution (faible) d’EDS.

Proposition 4.12. Soient b et o des fonctions mesurables. On suppose qu’il existe (2, F, (Ft)ier.,, P)
et X solution du probléme M(a,b) avec a = ool Alors il existe un F;-mouvement brow-

nien (Wy)ier, , possiblement défini sur un espace de probabilité élargi, tel que X soit solu-

tion de 'EDS (4.2).

Démonstration. On ne fait la preuve que dans le cas ot pour tout z € R?, la matrice o(x)
est inversible, et 2 +— o(z)™! est localement bornée. Dans ce cas, il n’est pas nécessaire
d’élargir l'espace de probabilité et la filtration. Pour le cas général, voir [15, Theorem 2.7,
p.299]. En particulier, la nécessité d’élargir la filtration est expliquée apres [15, Prop. 3.8,
p.202-203].

Par hypothese, Y} := X} — fg bi(X,)ds et VY] — fot 0i,j(Xs) ds sont des martingales
locales, pour tous 7,5. Donc par la proposition 4.2, [V Y7], = fot 0i;(Xs)ds. Puisque le
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processus X est continu et 0! est localement bornée, on a que le processus o(X)~! est
localement borné et prévisible pour la filtration (F;). Ainsi on peut définir

d
Wi = Z/ (0™ "ix(Xs)dYS, >0,
k=10

qui est une martingale locale continue. Calculons la variation quadratique de W :

d ¢
(WH W), = Z/O(O'_l)i,k(Xs) (07 1)j(Xs) ari(X5) ds

k=1

t
:/ 5i,j ds = 51'13‘ t.
0

Par le théoreme de caractérisation de Lévy 3, W est un mouvement brownien standard &
valeurs dans R?. On a alors, par la formule de composition des intégrales stochastiques

t t
/ (X dW. = Yi— Yo = X, — / b(X,) ds.
0 0
Donc X est solution de I’'EDS. O

On déduit notamment de la proposition précédente que s’il y a unicité faible de 'EDS
(4.2) (i.e. toutes les solutions partant d’'une méme condition initiale ont méme loi), alors
il y a unicité dans le probleme de martingale associé, au sens ot pour tout z € R%, deux
solutions de M(a, b) partant de x ont la méme loi (sur l'espace des fonctions continues).
C’est par exemple le cas lorsque b et o sont Lipschitz.

4.4 Reésultat principal

Reprenons les notations du début de ce chapitre. On se donne une suite de chailnes
de Markov {(Yk(n)) ren, n € N} et Pextension en temps continu X (™ € D(R;R?), dilatée
d’une facteur n (voir équation (4.1)). On appelle Q¥ la matrice de transition de Y (™) et
on note

Qn(z,A) =nQ%(x,A), VzeR? VA e B(RY).
Le générateur discret de X™ est ici donné par

LM f(z)=n /

Rd

() — () QU dy) = / () — F@) Qula.dy).  (44)

Rd

On note B(z,r) la boule euclidienne de centre x et de rayon r > 0. En évaluant I'expres-
sion précédente pour les fonctions fa(z) = z 2’ et fi(xz) = x, on obtient les opérateurs
(tronqués) de covariance et de moyenne associés & @, (et donc & X)) :

GEZ)(@“) = /B( 1)(% — ;) (y; — x;) Qu(z, dy), Vo €RY,

bgn) (x) = / (yi — zi) Qn(z,dy), Vz € RY.
B(z,1)

3. on rappelle qu’une martingale locale (M*,..., M d) qui est continue est un mouvement brownien
standard & valeurs dans R? si et seulement si [M?, M7]; = &, ;t.
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On note enfin, pour tout € > 0,
A(2) = Qu(x, B(x,e)), x€R’,
qui correspond a la probabilité de faire un saut de taille > e.

Théoréme 4.13. Supposons qu’il existe des fonctions continues a : R* — R¥¥4 et b :
R? — R? et que les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) le probléme de martingale M(a,b) admet une unique solution ;

(it) pour tousi,j, tout R >0, lim  sup |a;;(x)— al(n-) ()] =0;
n—+oo 2€B(0,R) k 2]

(iii) pour tout i, tout R >0, lim  sup |bi(z)— bgn) (x)|=0;
n—=+%0 1 B(0,R)

(iv) pour tous Rye >0, lim sup AM(z)=0;
n—=+00 2 B(0,R)
(v) la condition initiale Xén) est déterministe et tend vers x.
Alors X® U X dans Uespace DR ;RN 4, ot X est la solution du probléme M(a,b)
partant de x.

Remarque 4.14. Toutes les conditions sont assez naturelles et intuitives, et on insistera
sur la condition (iv) qui assure que les sauts disparaissent a la limite. Cela nous permettra
notamment d’utiliser le critere de tension du théoréeme 3.29.

Le reste de cette section est consacré a la preuve de ce théoreme.

Démonstration. Par un argument de localisation qu’on ne décrira pas (voir les détails dans
[6, p.304]), on peut se ramener a des coefficients vérifiant :
(i) pour tousi,j, lim sup |a;;(z) — aﬁ?(:vﬂ =0;

n— Ooﬂ?ERd )

(73¢") pour tout i, lim sup |b;(z) — bg") (r)|=0;
n—=+00 1cRd

(iv) pour tout € >0, lim sup A (z)=0;

5
n——+oo zERd

(vi) les fonctions a(™, b(™ et A™ sont uniformément bornées en n et en z.

Etape 1 : Tension.

L’objectif est de pouvoir appliquer le critere de tension du théoréeme 3.29. En particulier,
il suffit de montrer la tension sur tout intervalle de temps de la forme [0,7], T' > 0. Sans
perte de généralité, nous le ferons pour 1" = 1. Dans le cas présent, ’espace polonais F
n’est autre que R%. En particulier ses boules fermées sont compactes, donc le premier point
a vérifier est que pour tout € > 0, il existe A > 0 et ng € N tels que IP’(]X(()n)| >A)<e
pour tout n > ng. C’est trivial ici puisqu’on a supposé que la suite des conditions initiales
est déterministe et converge.

. . . ~ d N
4. pour la topologie de Skorokhod. Cette convergence implique la convergence X(n) (—Q X dans C, ou
Y(n) sont les interpolées linéaires.
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Nous allons donc démontrer le deuxieme point, c’est-a-dire controler les oscillations de
X Pour cela, considérons les variables aléatoires suivantes : pour tout € N*,

70 =0, Tli) 1nf{t>7’k1 |X Tk1|_4}
N™ = min{k : T,E,n > 1},
AT = min{Tlgn) — T]g’ri)l c1<k< N(")},

AX™ = max{|Xt(n) — X(n)| 1t e (0,1]}

-

On va alors montrer la propriété suivante : pour tous € > 0, § > 0,

Si AT > 5 et AX™ < 2 alors w(X™,§) <e. (4.5)

PN

Ainsi, il suffira de montrer qu’il existe ng € N tel que

E) < %, Vn > no, (4.6)

P (AX(”) >

et qu’il existe 6 > 0 tel que

P (AT<") < 5) < % Y > no, (4.7)
pour obtenir grace a (4.5), (4.6) et (4.7) que
(n) < & (n)
P(w(X ,5)>£)§P<AX >4>+IF’<AT gé)gg, Vi > no, (4.8)

soit le critere nécessaire pour conclure que (X (”)) est tendue grace au théoreme 3.29.

Montrons pour commencer la propriété (4.5). Soient s,t € Ry tels que |s —t| < 0, et

donc |s —t| < A7 _ 1l y a donc deux possibilités (sans perte de généralité, on suppose
que s < t):

> il existe k tel que 7,1 < s <t < 7. Alors

X = X< x0 - X T - X ) <

Tk 1 Tk—1 2

> il existe k tel que 7,1 < s < 7 <t < Tgpq1. Alors

20 = X0 < X0 = XG0, |+ 10, = X0 X - X0 XD - X <
k k

Tlc 1

Montrons maintenant (4.6), ce qui assez immédiat. En effet, le processus X(™ a au
plus n sauts sur l'intervalle de temps [0, 1], donc

Plaxm>2)< 3 P(IXM-x"1>7)

x{W=x™|>0

<n sup Q5 (2, B(x,5)°) = swp AP (@) — 0,
zER4 4

grace a I'hypothese (iv').
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Enfin, montrons (4.7), ce qui va nous demander significativement plus d’efforts. Com-
mencons par observer que pour tout k € N,

P, (AT(”) < 5) <P, (il existe 1 < j < k tel que T;n) - T](ﬁ)l <4 ou N® > k)

<ZIP’ — ") < 8) + Py(N™ > )
<k sup Py (1™ < 6) + Po(N™ > k), (4.9)
yER4

en utilisant la propriété de Markov forte a la derniere ligne.

(n)

On va donc chercher dans un premier temps a estimer P(r;” < n), n > 0. Pour le
générateur défini en (4.4), on montre, comme & exercice 4.9, on a que pour tout n, le
processus

k—1

(n 1 (n)

FXgg) == DLW HX o (4.10)
j=0 keN

est une martingale pour la filtration naturelle de {Yk,(")}keN. Par ailleurs, si ¢ : Ry — [0, 1]
est une fonction de classe C2 telle que ¢(0) = 1 et ¢(z) = 0,Vx > 1, on définit pour tout

e>0: ,
x_
fﬁy(lﬁ =¢ <|52y‘> , XY Ele-

Alors on a qu’il existe C. qui ne dépend que de ¢ tel que
sup [L™ f., (z)] < C.. (4.11)
z€R4

La preuve de (4.11) est purement analytique et repose sur I’hypothese (vi). Elle est laissée
en exercice.
En conséquence des propriétés (4.10) et (4.11), on a que pour tout n,

{f%,y(XIET/L;) + EC’% }keN est une sous-martingale.

n

(n

On notera 71 = 73 ). On remarque que 71 est un multiple (aléatoire) de % et donc pour

n= %Lnnj on a X;/)\n = Xﬁ?}n. Ainsi, d’apres le théoreme d’arrét,

(fy,4( n/\n) + (11 A 77)0%> (fy,4( Tl/\77) + (1 A 77)0%>
(fym( n/\n) (7'1/\?7)0%)

> Ey
Ey (f.2(X6") + 8¢5 ) =1

v

On en déduit d’une part que
E, (1—fy,4( TIL,)) <E, ((n An)Ce ) <C:.

D’autre part, on remarque que si 7 < 7 alors |XT X(()n)] = |Xgl) — X(()n)] > 7 et donc

sous Py, f (X £1/)\n) = 0. Ainsi

1AN

Py (ri <) = By (Linan (1 - fu.:(X50,))) <nCs. (4.12)
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Revenons & l’équation (4.9) : il nous reste & controler P,(N™ > k). En utilisant
I'inégalité de Markov, il vient

(n)
P, <N(") > k) P, (T,§”> < 1) < e 'E, (eﬂ ) . (4.13)
On a
E, (e7™) <Py (1 <n)+e Py (11 > 1)
£ -n —_ £ =
SnCZ—i—e <1 7701) ipp < L
Remarquons particulierement que p,, ne dépend pas de x. Les temps Tl(n), e ,T]gn) étant des
temps d’arrét (qu’on note ci-dessous 71, ...,7k), on a en utilisant la propriété de Markov
forte que

Ba () = B (B [ 17 ]) = o (7 By [t | 5, ]
=E, (7 Ex,_[e7"])
< py E, (e_Tk_l) )

et donc en itérant, on obtient
E, ( _T") < p

En utilisant I'inégalité précédente dans (4.13), on obtient donc
P, (N<"> > k) < eIk, (4.14)
Ainsi, en utilisant (4.12) et (4.14) dans ’équation (4.9), on a
- (AT(”) < 6) < C’ikc; + e_lpg,

(n € (0,1) est quelconque, indépendant de ). Ainsi en choisissant k suffisamment grand
de sorte que e_lpk < § et ensuite ¢ suffisamment petit de sorte que Ci ko < %, on obtient

bien le résultat Souhaité (4.7).
Etape 2 : Unicité de la limite pour les sous-suites convergeantes.

Montrons désormais que toute sous-suite qui converge, converge vers la solution du probleme
de martingale M(a,b) (qui est unique par hypothese). On va faire appel pour cela au
générateur infinitésimal £ de 'EDS (4.2). On sait (voir exercice 4.8) que L est I'opérateur
différentiel associé & M(a,b) donné pour toute f € C3(R%) par

l\.')\r—t

d d
Z 2)0:0;f (x) + > bi(x)dif(x), Vo e R
j=1 i=1
On a la convergence suivante (exercice, on utilise ici les hypotheéses (ii'), (iii') et
(")) : pour toute fonction f € C3(RY),

1L f = Lflloe — 0. (4.15)

n—+oo
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Quitte & renommer la suite, on suppose que X (™ converge en loi dans D(Ry; Rd) vers un
processus qu’on note X.

Soient s < t € Ry, et notons k,, = |[sn|+1etl, = |tn]+1. Soit F : D(R;;R?) — R une
application bornée et mesurable par rapport a la tribu F := o (7,1 (A); A € B(R?), u < s).
En utilisant la propriété de martingale (discrete) énoncée en (4.10), on a pour f € C2(R?),

E|FX™) [ rxi™) -

n/n

n/n Z £ ]/n =0. (4.16)
J kn

Utilisons maintenant le théoreme de représentation de Skorokhod (théoreme 2.33) : il
existe un espace de probabilité et des variables aléatoires Z(™ définies sur cet espace et &

valeurs dans D(R,; R?) telles que pour tout n, Z™ @ X et Z) —5 X p.s. Alors par le
théoréeme de convergence dominée, on déduit de (4.16) appliqué a Z (") de la convergence
uniforme de £ f (éq. (4.15)) et de la convergence des sommes de Riemann (remarquez
que L™ f est une suite de fonctions continues bornées) que

[0 (500 - sx0 - [ erex )] <o

Puisque cette égalité est valable pour toute fonction F' qui est Fg-mesurable bornée, on en
déduit que {f(X;) fo Lf(Xy)du}ier, est une martingale. Il ne reste plus qu’a appliquer
cette propriété aux fonctions fl( ) = x; et fa(x) = x;x; pour obtenir que X est solution
du probleme de martingale M(a, b). O

Exercice 4.15. Montrer l'inégalité (4.11) et la convergence (4.15).

Exercice 4.16. A la fin de la preuve, on a que {f(Xy) fo Lf(Xy)du}ier, est une
martingale pour tout f € C2(R). Or on applique ce résultat aux fonctzons f1 et fo qui ne
tendent pas vers 0 a linfini. En approchant f1 et fo par des fonctzons qui tendent vers 0 a

Uinfini, justifier que {f1(X¢) — fo Lf1(Xy) duler, et {f2(Xy) — fo Lfo(Xy) dubier, sont

des martingales locales.

4.5 L’exemple de 'urne d’Ehrenfest

Reprenons ’exemple de I'urne d’Ehrenfest présenté au début de ce cours dans la sec-
tion 1.1.2. Pour tout n € N*, on dispose d’une chaine de Markov homogene (Y};)iren a
valeurs dans {0,...,n} qui donne le nombre de molécules dans I'urne A au temps (dis-

cret) k. On définit alors la chaine renormalisée Yk(n) = \/T(Y” — %) dont la matrice de

transition est donnée, pour tout x € {ﬁ, —n<73< n}, par

1 n—xvan 1 n —+ xv?2n
0 0
Q + = t Q — = .
n (:n,x n/2> o™ e n (x,:v n/2) o

A nouveau, on définit le processus cadlag X par Xt(n) = YL(:t)j’ pour tout ¢ > 0.

Théoréme 4.17. La suite de processus (X™), ey converge en loi dans D(R,;R) vers un
processus d’Ornstein-Uhlenbeck, solution de I’EDS :

dXy = — X dt + dW;.
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Démonstration. Remarquons que NG () = nQ%(x, B(z,¢)°) = 0 des que n > 2. En-
suite, on définit les coefficients de drift et variance infinitésimaux (non tronqués) :

n <2n—x\/2n +2n+x\/2n> _q
n

a™(z) = /R(x —y)?nQn(x, dy) = 2 2n no 2n

Tn) (N _ 0 _n I n—azv2n 1 n+zv2n _

et on vérifie (exercice) que les coefficients tronqués a” et " convergent uniformément

sur les compacts vers, respectivement, a(x) = 1 et b(z) = —x. Ces deux fonctions sont
Lipschitz, donc le probleme de martingale M(a, b) est bien posé.
On conclut donc grace au théoreme 4.13. O
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Chapitre 5

Particules diffusives en interaction
et propagation du chaos

Ce dernier chapitre présente quelques propriétés des systemes d’EDS en interaction,
couramment appelés systemes de particules en interaction. Notons qu’il s’agit bien ici
de particules stochastiques, le pendant déterministe faisant également 1’objet d’intenses
recherches. La plupart des notions exposées dans les pages qui suivent (limite champ
moyen, propagation du chaos) sont développées dans le cours de recherche de Sznitman
[19]. On trouvera également d’intéressants développements dans les notes de Méléard [12]
pour des particules admettant des sauts, avec des applications a I’équation de Boltzmann.

5.1 Couplage entre le systeme de particules et I’équation de
McKean-Vlasov

Considérons le systeme de particules suivant :

N
i 1 iy i ;
dXt:NZ;b(Xt,Xg)dt—det, i=1,...,N, t>0, (5.1)
=

ou les (Wi)i€{17.._’ ny sont des mouvements browniens standard a valeurs dans R? qui
sont indépendants, et les particules ont pour condition initiale des variables aléatoires
(Xé)ie{l,..., N} supposées pour I'instant quelconques.

Formulons quelques remarques :

> Hormis dans la section 5.3, on supposera tout le temps que b : R¢ x R4 — R?
est une fonction Lipschitz bornée. Cette fonction modélise a la fois les interactions
entre particules et une possible dérive de X? en fonction de la position des autres
particules. Par exemple, b(x,y) = V(z) — (x —y) A 1 avec V une fonction Lipschitz
bornée (ici (x —y) A 1 est le terme d’interaction).

> On ne traite pas du cas ou le coefficient b dépend de i (peut mener & quelques com-
plications intéressantes) ni de coefficients de diffusion non-constants pour simplifier
les calculs. Dans le cas de particules interagissent via la diffusion, les résultats qui
suivent restent globalement vrais. On pourra se référer a [12] pour un traitement
plus global.

Avant d’énoncer un théoréeme de convergence, introduisons la particule “typique” qui
sera la candidate a la limite en loi de chaque particule du systeme.
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Théoréeme 5.1. Soit (2, F, (Fi)ier,,P) un espace de probabilité filtré et (Wi)ier, un
Fi-mouvement brownien. Soit & une v.a. Fo-mesurable. Alors 'équation :
dXt = </d b(Xt,y) ut(dy)> dt + th
R

d
Xo=¢&, Xi (:),Uta

(5.2)

admet une solution qui est unique trajectoriellement et en loi.

Avant de commencer la preuve de ce théoréme, rappelons la définition de la distance
de Wasserstein, qui fait I’objet d’une étude dans le DM. Pour tout 7' > 0, on utilise ici
la distance de Wasserstein-1 sur l'espace métrique complet et séparable Cr = C([0, T]; R%)
muni de la topologie de la convergence uniforme. Plutot que la distance issue de la norme
uniforme, on travaillera avec la distance topologiquement équivalente suivante :

dr(zy) = ( sup Jlat) - y(o)l) A 1.
s€[0,7

La distance de Wasserstein-1 sur Cr est alors donnée par

Wr(p,v) = inf / dr(z,y) m(dz, dy),
m€llr(pw,v) JerxCr

ou II7(u,v) est 'ensemble des couplages entre p € P(Cr) et v € P(Cr), i.e. w € IIp(p,v)
si la premiere marginale de 7 est u et la seconde est v. Les résultats du DM tiennent
toujours pour Wr, a savoir que Wy est une distance sur P(Cr) qui rend cet espace complet
et séparable, et qui implique la convergence étroite.

Démonstration. On va introduire une transformation ® sur l'espace P(Cr) qui est Lip-
schitz continue et dont les itérées sont contractantes. Grace & ®, on montrera ’existence
d’une solution a ’équation (5.2) par un argument de point fixe/contraction, et l'unicité
grace au lemme de Gronwall.

Soit T' > 0. Pour toute mesure v € P(Cr) (on rappelle que v; est la marginale au temps
t), on considere ’équation

t
XY = X, +/ ( (X) us(dy)> ds + Wi, (5.3)
0 R

Par un argument de point fixe (b étant Lipschitz), on montre (exercice) que cette équation
admet une solution forte, et par une application du lemme de Grénwall, cette solution est
trajectoriellement unique. Il y a donc aussi unicité en loi', et on note PV la loi de cette
solution sur Cr. Considérons ’application

P(CT) — 'P(CT).

e v — Pv

Remarquons que si X est solution de (5.2), alors sa loi est un point fixe de ®. Réciproquement,
si v est un point fixe de ®, la solution X" de (5.3) est solution de (5.2).

1. par un résultat classique mais non trivial de Yamada et Watanabe, voir e.g. [15, Th. 1.7, p.368].
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Montrons que ® est Lipschitz pour la distance de Wasserstein. Considérons donc deux
1 2 .y . , .
mesures v', 12, et XV, X¥" les deux processus associés solutions de 1’équation (5.3) avec
le méme brownien . Alors pour tout ¢ € [0,7], on a

g/ot
_/Ot

ol v est un couplage quelconque de v, v2. Par hypothese sur b, il existe M tel que

sup XSVI—X;’2 du

s<t

/ b(X2' y) v (dy) - / b(X, ) v2(d2)
Rd Rd

du

/Rded (b(leyy) — (XY, z)) v (dy, dz)

[b(21,y) = b2, 2)| < M (LA |21 — x| + 1A Jy — 2).

Ainsi,

t
sup | X7 — X SM/O (\le—XZQ\A1+Ad<y—erl> uu<dy,dz>) du,

s<t

et donc

t t
sup [ XV — XV A1 gM/ (sup [ X7 — X[ A1) du+M/ Wa(v', v?) du.
0

s<t s<u
Donc par le lemme de Gronwall,

1 2
sup | X7 — X7
s<t

t
N1 < MetM/ Wa (v, v?) du.
0

Or Wi(®(v'),®(v?)) < E[sup,, ‘Xé’l - XSVQ‘ A 1], puisque la loi du couple (xv', X¥%)

fournit un couplage (dit “paralléle”) entre v! et 2. On obtient donc finalement, pour tout
tel0,T]:

Wi (@(vh), @(v?)) < MeMT /t Wu (vt v du, Yt v e P(Cr). (5.4)
0

Notons ®*, k € N*, les itérées de ®. Pour une mesure v € P(Cr), montrons que la suite
(®*(v))ken+ est de Cauchy pour la distance de Wasserstein. D’apres (5.4),

Wr(@5+ (1), 8 (1)) <MeMT/ W (8* (1), 851 (1) duss

<MkkMT// / W, (®(v),v) duy, . . . duy

k kMT

< (‘MT)k' Wr(®(v),v).
Donc (®F(v))ren+ est bien de Cauchy, et converge puisque P(Cr) est complet. La limite
fournit une mesure qui, placée dans I’équation (5.2), donne une solution forte a 1’équation
(5.2). L’unicité trajectorielle (et donc en loi) s’obtient par un calcul direct (exercice)
grace au caractere Lipschitz de b.

Notons (1) la loi de la solution de (5.2) construite sur [0,7]. Si t € (0,T), alors
la solution construite sur [0,7] donne également la solution sur [0,¢], donc u(®) est la
restriction de u(™) & [0, 1], et la famille de mesure (7)) recg, est consistante. Il existe donc
une mesure y sur C(Ry;RY) qui fournit la solution de (5.2) sur tout R . O
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Exercice 5.2. Montrer que les marginales (ji¢)icr.. de la solution de I’équation de McKean-
Viasov (5.2) satisfont au sens faible ’EDP non-linéaire suivante :

1
0w = 8= ([ im0,
Rd
to = L(&o)-

Sur I'espace de probabilité filtré (€2, F, (F;)ser., , P) muni d'une famille de F3-mouvements
browniens indépendants (W¢);cn, on considere pour tout N € N* I'unique solution forte
(X")1<i<n du systeme de particules (5.1) (exercice : justifier cette assertion concer-

(5.5)

l A~ c 1N s v
nant (X*);<i<n). Sur le méme espace, on considere également les processus (X )i<i<ny
définis par

. ) t . )
Xo= x4 [ ([ o) as+ wi,
0 \Jr

—i (d)

Xt = Mt
dont l'existence et l'unicité sont justifiées par le théoreme 5.1. On souhaite comparer
les particules (X*V);<n aux particules McKean-Vlasov (X' );<y. Pour ce faire, il semble
raisonnable, au moins pour une comparaison trajectorielle, de faire partir X»V et X' du
méme point de départ X} et de les doter du méme brownien W*. On observe que si les
variables (X§);<y sont indépendantes, alors les processus (X );<n sont indépendants, mais
pas les particules (XN )i<n. En fait sous ces conditions, ces dernieres sont échangeables,
dans le sens donné par la définition suivante.

Définition 5.3. On dit que les variables aléatoires (X})i<n sont échangeables si pour
toute permutation o : {1,...,N} = {1,...,N} on a
1 Ny (@) 1 N
(X8, X 2 (xg™, L xgt,
Par exemple, si (X{})i<n est une famille de v.a. indépendantes et identiquement dis-
tribuées, alors les (X{);<n sont échangeables.

Exercice 5.4. En supposant que les particules données par le systéme (5.1) sont initia-
lement échangeables, montrer qu’elles le restent en tout temps t > 0.

Ainsi, cette propriété d’échangeabilité est préservée par la dynamique du systeme de
particules, contrairement a la propriété d’indépendance.

Théoréme 5.5. On suppose que les hypothéses formulées précédemment sont vérifiées, en
particulier que pour tout N € N*, (X{);<n est une famille échangeable et que les particules
du systéme (5.1) et celles données par l’équation de McKean-Viasov sont dirigées par les
mémes browniens et ont les mémes CI (X{)i<n-
Pour tout T > 0, il existe Cr € (0,+00) tel que

» —i Cr
E| sup | X0V -X,|| < —=, VNeN, Vie{l,...,N}.
<SE[O,T} \/N
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Démonstration.
X —-X, = =D XL xH - | X, {(dy) ) d
t t /O(NZ( s s) /Rd ( say):u’s( y)) S

B /tli (b<Xi x1) = b(X,, x1)
N s394V s3s
+ (X, X3) — b(X, X0
+ (X, X)) — /Rd b(X%.y) ui(dy)> ds.

On adopte la notation bs(z,y) = b(x,y) — [ga b(z,2) us(dz), de sorte qu'avec b Lipschitz

~i

et la propriété d’échangeabilité (X, X ) @ (Xg,Yi), on obtient

N
E<sup XX |> <M/ |X" ) ZE(|XJ X]> %Z &L | ds

s€[0,T]
’ i i 1 ~i i
SNE <]XS - XS\> +E \N;bS(XS,XS)y ds.
Donc en appliquant le lemme de Gronwall, on trouve :

. T
E( sup |X;—Y;|) <2M€2MT/ E ]—Zb (XL, X)) ds.
0

s€[0,7

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

N
1 .
~J 3 I\ 12
§ b (X, X)) | <E ’NE bs(X 4, X)

A partir d’ici, on suppose que les (X{);<y sont iid (voir exercice 5.6 pour les hypotheses
générales). On calcule alors, pour j # k,

E (b(Yi, 2) - b(Yi,Y’;)) 115(d2)

/d/d b(X Z)) ps(dz) ps(dz'). (5.6)
R JR

Or E (b(Y;,Yi) . b(YZ,,Y’;D = f(Rd)3 b(z,2') - b(z,2") u®3(dz,dz', dz") par indépendance

i =i, <k . . .
de X, X3 et X,. En procédant ainsi pour tous les termes ci-dessus, on trouve

E (b,(X,, X0) - b,(X,, X0)) = 0.
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On a finalement

=

T N
E( sup |X;—Xil> §2Me2MT/ v > OE (10X, XDP) | ds

s€[0,T] j=1

1
1 T :
— \/N2M62MT/0 </(Rd)2 |b(z,z/)|2M?2(dz,dz’)> ds,

d’ou le résultat. I

Exercice 5.6. Reprendre la preuve précédente a partir de ’équation (5.6), lorsque nous
avons supposé que les CI étaient iid. Faire la démonstration dans le cas général de I’énoncé,
a savoir lorsque les CI sont échangeables et non iid. On pourra observer que dans le terme
de gauche de (5.6), conditionnellement a Xé,Xg,X[’f, les variables X,, X° et Y’; sont
indépendantes.

Le théoreme précédent décrit le comportement d’une seule particule lorsque N — +oo,
mais ne décrit pas le comportement global du systeme de particules. Pour cela, on peut
par exemple s'intéresser & la loi £V de (X*1,..., X*) sur I'espace C(R;,R¥). Notons L&
la loi de k des N particules. En supposant que les particules sont échangeables?, on a

- ; kC
<k max E ( sup | XEN —YZ|) < T

I<isk \ sefo,7] ~ VN

Remarquons que le facteur k ci-dessus n’est pas optimal (en travaillant en Wasserstein-
2 et par extension du théoreme 5.5, on aurait plutot \/%) On retiendra néanmois que la
méthode qui consiste a passer par le théoreme 5.5 est propre aux interactions lipschitzienne
et ne s’étend pas au cadre non-lipschitzien.

-1 —k
Wi (LY 1) <E ( sup [(X2,.,xE) (XL, D)

s€[0,T7]

Une alternative au calcul ci-dessus consiste a considérer la mesure empirique du systeme
de particules. On verra dans la section suivante que ce probleme est équivalent au précédent
(convergence de Elkv ). Profitons-en pour faire une remarque importante concernant la
convergence des mesures aléatoires. Par le théoreme Portmanteau, montrer la conver-
gence en loi de p vers 3 revient & montrer que pour toute fonction Lipschitz bornée
®: (P(Cr),drp) = R, on a

ED(uY) — E®(n).

Le lemme suivant va nous permettre de simplifier considérablement cette caractérisation
de la convergence en loi des mesures aléatoires, lorsque la limite p est déterministe.

Lemme 5.7. Soit E un espace polonais, soit u € P(E) une mesure déterministe et soit
(1Y) Nen une suite de variables aléatoires a valeurs dans P(E). Si pour tout ¢ € Cy(E),
on a

N
E|(uY,0) — (1, ©)| Al

d
alors v Q> 73

2. ce qui est le cas dés qu’on choisit une loi initiale symétrique, cf Exercice 5.4.
3. c’est-a-dire la convergence étroite de la loi de ¥ dans I'espace P(P(Cr)).
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Démonstration. Soit @ € Cp(P(E)) et notons M = sup,cp(pg) |®(v)|. Sans perte de généralité,
supposons que ®(u) = 0. On veut donc montrer que E®(u™N) — 0.

Soit € > 0. Par continuité de @, il existe un ouvert U de P(E) qui contient u tel que
pour tout v € U, |®(v)| < €. On rappelle que la convergence étroite des mesures est un
cas particulier de la convergence faible sur C,(E)*. Or par définition de la topologie faible,

il existe un nombre fini de fonctions fi,..., f, € Cp(E) et un 6 > 0 tels que si

/fidV_/fidN’<57
E E
alors v € U.

Or par l'inégalité de Markov et '’hypotheése du lemme, on a qu’il existe Ny € N tel que
pour tout N > Np,

max
1<i<n

P ([N, fi) = (p. fi)| > 6) <

)

de sorte que
P (U {Iu™, ) = s £2)| > 5}) <e.
i=1

Autrement dit, P (/LN ¢ U) < g, pour tout N > Ny. Par conséquent, puisque ® est borné
par € sur U et que ® est borné globalement par M, on obtient

E®(1™)] < [E(@(1™) Lyuvepy)| + E(R(H™) v gy
<e+MP (N ¢U)
<e(l+ M),

d’ou le résultat. O

Remarque 5.8. Ce résultat nécessite que la limite p soit déterministe. Ou cette propriété
est-elle utilisée dans la preuve ¢

5.2 Propagation du chaos

L’objectif de cette section est de présenter quelques propriétés fondamentales liées
aux systemes chaotiques, propriétés que nous appliquerons au systeme de particules a
interaction lipshitzienne rencontré dans la section précédente.

5.2.1 Propriétés générales

Définition 5.9. Soit E un espace polonais. On dit qu'une mesure LY € P(EN) est
symétrique si pour toute permutation m de {1,..., N}, on a pour tous Ay, ..., Ay € B(E) :

LY (Ay x - x An) = LV (Apay X - X Ap(y) -

Si LN est la loi de (X1,...,XnN), on dit que ces v.a. sont échangeables™.

4. cette définition est cohérente avec celle vue précédemment, cf. définition 5.3.
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Définition 5.10. Soit E un espace polonais. Soit L € P(E) et soit (L) yen une suite
de mesures ot pour tout N > 1, LV € P(EVN) est symétrique. On dit que (L™ )yen est
L-chaotique si pour tout k > 1, pour tout p1,...,pr € Cp(E),

/EN o1(z1) ... op(zy) LY (dzy, . .. dxy, ..., dzy) N%Jrooil_l/ i dL. (5.7)

Dans le cas d’un systéme de particules échangeables (i.e. la loi du systeme est symétrique),
on dit qu’il y a propagation du chaos si la suite de lois du systeme (L) est L£-chaotique
pour une certaine mesure £ € P(E). Comme le montre le résultat suivant, la propagation
du chaos pour un systeme de particules échangeables est équivalente a la convergence en
loi de la mesure empirique de ce systéeme vers la mesure (déterministe) £. C’est d’une
certaine maniére une loi des grands nombres.

Théoréme 5.11. Soit E un espace polonais et pour tout N € N*, soit LN une me-
sure symétrique sur EN. Pour tout N > 1, on peut introduire une variable aléatoire
(XLN XNy de loi LY, dont on note alors p¥ = %Z]kvzl OxrnN la mesure empi-
rique. Soit € P(E). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (LY)nen+ est pu-chaotique ;

(ii) (™) Nen+ converge en loi vers i ;

(iii) la convergence (5.7) est vérifiée pour k = 2.

Le prochain résultat donnera un critere de tension pour la mesure empirique. On
retrouve ainsi le schéma de preuve général présenté dans ce cours pour démontrer la
convergence d’une suite de variables aléatoires : 1) établir la tension ; 2) identifier la limite.

Remarquons qu’en général pour les systemes de particules, le deuxieme point consis-
tera & montrer que toute valeur d’adhérence de (uV)yen- est solution d’un probleme de
martingale non-linéaire. Par exemple dans le cas du systéme de particules (5.1), on peut
montrer que si X est le processus canonique sur C, alors pour tout ¢ € Cg ,

o060~ o0~ [ (3a0+ [sapmtan) v () ds

est une p-martingale. En appliquant ’espérance, on en déduit alors que p est solution
faible de 'EDP (5.5).

Démonstration. Dans toute la preuve, on notera X’ pour X*~, mais gardez bien en téte
que la loi de X* dépend implicitement de N
Montrons que (iii) implique (i7). Soit ¢ € Cy(E), alors

N

E (1" 0) = )] = N2 Z P(X7)) = %(m ©) D Eo(XY) + (n,0)?
1 & . 1 . . 2 N ,
= 5 B (X)) + 15 Y E(p(X) 0(X9)) = (10} D Ee(X) + (i, 0%,
i=1 i#j i=1

ce qui donne, en utilisant 1’échangeabilité et la propriété de convergence (5.7) avec k = 1
et k=2:

N 2 1 12y, N1 2
E[(W L) — (1, 0)) } = B (e(X)7) + ——E (p(XDp(X?)) = 2{p, ) Be(X) + (. )

ij0+<u,@>2—2<u,w> (1, > = 0.
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d
D’apres le lemme 5.7, on en déduit que pY (—; 7

Montrons maintenant que (i) = (i). Soient k > 1 et ¢1,...,pr € Cp(E), alors pour
N >F,

k
’/ @1(1’1)...(pk(ajk),CN(dxh...,dCEN)—H/ @,dﬁ‘
EN i=17E

k
< / (pl(zl)...gok(a:k)EN(dxl,...,da:N)—IE(H(/LN,%))‘ (5.8)
EN i—1
k
+ |E (H ,goZ) H/ p;dL]. (5.9)
=1

d
Par hypothese (u™v @ i), le terme (5.9) tend vers 0. Par symétrie, le premier terme (5.8)
vaut quant a lui

k k k
E(H%oci))E(m ,%>)|_E LS [T 1L St ||
=1

i=1 meSN i=1 =1 j=1

ou on a noté Sy le groupe des permutations de taille N. On va majorer ponctuellement
le contenu de cette derniere espérance, c’est-a-dire

k k k N
E (Hw(X")> -E (HWN,M) < su N, > Hsoz H%Z% (2))

(w1, JN)EEN meSN i=1 i=1" j=1
On remarque que le deuxieme produit se décompose de la facon suivante :

kN 1 N k
HNZ%(%') = Nk Z H%’(%@-)
i=1" j=1 J1semrje=11=1
1 i 1 i
= 2 1w+ Do 1w
JEIk’N =1 ngk,N =1
ou Zj y est 'ensemble des injections de {1,...,k} vers {1,..., N}. Par ailleurs, pour une

injection J € Zj, y donnée, on retrouve le terme Hle @i(T () (N —k)!-fois dans la somme

Y reSy Hle @i(Tr(;)), donc en regroupant ces termes, on obtient :

& 3 1ot HN

N
Z
TESN 1=1 j=1
k 1 k 1 k
= Z H vi(213:)) TNk Z H%’(iﬁJ(i))—m Z H%(ﬂﬂj(i))
€T N i=1 JET N i=1 J¢Ty, N =1
N—k)! 1 b 1 b
= <(N|)_Nk> Y. et -5 X [Twite)
JET;, y i=1 J¢T, N =1

62



On utilise maintenant le fait que les ¢; sont bornés (on note M = max ||p;||~) et que le
cardinal de 7, y vaut ﬁ :

1 b 1
N > et~ 11 ~ > pilay)

nESN i=1 i=1" j=1

=20t (1~ )

Ainsi

k k
E (H %’(Xi)> —E (HWN,%?)
i=1

=1

N!
< N O [
=2M (1 Nk(N—k)!)’

et on vérifie que le terme de droite tend vers 0 lorsque N — +00. On a donc montré que
le terme (5.8) tend vers 0, d’ou la propagation du chaos.

Enfin, on a bien sur que (i) = (i77), d’ou ’équivalence des trois propositions. O
Enoncons maintenant un critere de tension.

Théoreme 5.12. On reprend les mémes hypothéses et notations qu’au théoréme 5.11.
On note LY la premiére marginale de LV, c’est-a-dire la loi de X' (et par symétrie de
n’importe quel X*) dans le systétme de N particules. Alors (u™N)nen est tendue® si et
seulement si la suite (LY )nen est tendue.

Remarque 5.13. Attention, il ne faut pas confondre avec le résultat que vous deviez
démontrer en DM. Dans le DM, on dispose d’une suite de variables (X )ren et on utilise
la tension de la loi de X seule pour démontrer que (% Zi\;l 0x, )Nen+ est tendue. Alors
qu’ici on a pour tout N € N*, des variables (X',..., X™) ot la loi de X' dépend de N.

Démonstration. On commence par introduire la notion d’intensité d’une mesure : pour
v € P(P(E))®, 'intensité de v, notée I(v) est une mesure de probabilité sur E définie par

). f) = /P (o fydm). vf € 1 (5)

On peut en fait démontrer que si (v,) est une famille de mesures de P(P(E)), (v,) est
tendue si et seulement si la famille (I(v,)) est tendue dans P(FE) (voir preuve de la
Proposition 2.2 (i) de [19]).

Ainsi, on remarque que par symétrie, la mesure d’intensité de la loi de N n’est autre
que la loi LY (exercice), d’oi1 le résultat souhaité. O

5. on rappelle que cela signifie que pour tout ¢ > 0, il existe un compact K de P(P(E)) tel que
infy P(u¥ € K) >1—e.
6. on rappelle que grace au théoréme 2.32, P(P(E)) est un espace polonais.
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5.2.2 Applications aux systéemes de particules a coefficients Lipschitz

On reprend ici les notations du paragraphe 5.1 et les hypothéses du théoréme 5.5, en
particulier on suppose que pour tout N € N*, (X{¢);<x est une famille échangeable et que
les particules du systéme (5.1) et celles données par 1’équation de McKean-Vlasov sont
dirigées par les mémes browniens et ont les mémes CI (X{);<n.

En utilisant le lemme 5.7, on va montrer la convergence en loi de la mesure empirique
sur I'espace des trajectoires : pour ¢ € Cp(Cr), en utilisant I’échangeabilité des particules

E (o) — ()] < [B((e" 00 - ]bi_vijz‘))) +E(|]1v§;¢<7‘> ~ )

N .
< [E@(X™) ~ oK) +E(| 5 3 o(X) — ()]
j=1

Pour le dernier terme, on a lidentité générale suivante : si (Yx)ren est une famille de
variables aléatoires iid, centrées et de second moment fini, alors

&\ 1
E (N;Yk> :NE((Yl)Q).

Ainsi

. 1/2
(E(p(X )\—/%u, ©)?) ) (5.10)

Pour le terme E(p(X 1Y) — @(Yl)), on a simplement qu’il tend vers 0. En effet, cela est

N .
E(!]i,;w(yl) — {u, 90>!> <

équivalent & la convergence en loi de X! vers X' dans Cr. Par le théoreme Portmanteau,
il suffit de montrer que E(y(X1V) — w(yl)) tend vers 0 pour toute fonction Lipschitz
1 : Cr — R. Or pour une telle fonction, on sait d’apres le théoreme 5.5 que

1

BN = ()] < bl (.11

Ainsi E(p(X1N) — go(yl)) tend vers 0, pour tout ¢ € Cy(Cr), ce qui combiné avec (5.10)
implique que
[E (™, @) = ()| = 0.
—00

D’aprés le lemme 5.7, on a donc que (1Y) yen converge en loi vers p dans 1'espace P(Cr).
Grace au théoreme 5.11, on a donc propagation du chaos pour ce systéeme de particules.

Méme si cela ne caractérise pas la convergence en loi, on peut noter grace a (5.10) et
(5.11) que pour tout ¢ € Lip(Cr),

E (1N, ) = (. 0)| < \/CN

5.3 Considérations diverses sur les interactions singulieres

> Equation de Burgers, en dimension 1, modele de mécanique des fluides, b(x,y) =
coo(z —y) :

1
Ou = -0% u— cOu’.

2$$
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> Noyau de Biot-Savart dans R2, b(z,y) = bo(z — y) avec bo(z) = %%, alors si u est
la vorticité de v (u = rotw), solution de I’équation de Navier-Stokes en 2d, u est
solution de ’équation

1
Ou = §Au— V (ubg *u) .
> Keller-Segel (parabolique-elliptique), modele chimiotaxie. Dans R?, b(z,y) = bo(x —
y) avec by(x) = —x#, x > 0.
> Noyaux de Riesz pour les plasmas (...).
> Interactions de Lennard-Jones (noyau attractif-répulsif, dynamique moléculaire).

On voit qu’il s’agit d’EDP non-linéaires dans tous les cas.
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Annexe A

Résultats divers

A.1 Topologie et analyse fonctionnelle

Lemme A.l. Soit (E,d) un espace métrique. Alors E est compact si et seulement si il
est précompact et complet.

Démonstration. Exercice. ]

Lemme A.2. Soit (E,d) un espace métrique séparable. Alors il existe une distance d

équivalente a d (i.e. qui induit la méme topologie) et telle que (E,d) est précompact.

Démonstration. Voir Lemme 1.2 de [14]. O

Complété d’un espace métrique. Soit (F,d) un espace métrique. Soit E Tensemble
des suites de Cauchy sur E. On considere la relation d’équivalence suivante : pour u,v € F,
u ~ v si et seulement si d(uy,v,) — 0 lorsque n — co. On définit alors le complété de E

comme étant ’ensemble E donné par

ou [u] désigne la classe d’équivalence de u pour ~. On considérera toujours que E est un
sous-ensemble de E grace a l'injection canonique

E —FE
x e x]’

ou [z] désigne la classe d’équivalence de la suite constante égale a = (qui est bien de
Cauchy). Par ailleurs, on définit une distance sur E, toujours notée d par simplicité, par

d([u],[v]) = lim d(up,vy), VYu],[v] € E.
n—-+0oo

(On vérifiera que le membre de droite ne dépend pas du choix du représentant, que la limite
existe et qu'ils s’agit bien d’une distance sur E). Cette distance étend naturellement la
distance d de E, a nouveau en considérant les suites constantes : d(z,y) = d([],[y]),
Vz,y € E. (E,d) est donc un espace métrique.

Montrons que F est~dense dans E , ce qui nous sera utile ensuite pour montrer que E
est complet. Soit [z] € E et € > 0. Soit (zy,)nen une suite de Cauchy de E dans la classe
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d’équivalence de [z]. Il existe N € N tel que pour tous m,n > N, d(zp,x,) < /2. On a
alors
d([xn], [z]) = lm d(zn,z,) <eg/2<e.
n—-+o0o
D’oit la densité de E dans E. N
Montrons que toute suite de Cauchy de (E,d) converge dans (E, d). Soit (7p)nen une

suite de Cauchy de E et notons z = [(xy)nen]. On rappelle que [z,,] € E désigne la classe
d’équivalence de la suite constante égale & x,,. Alors pour tout m € N,

d([xm}v [l’]) = ngl—}-loo d(xma JIn),
et comme (x,) est de Cauchy, la limite précédente est aussi petite qu’on veut pour m
suffisamment grand. Donc limy, s oo d([7], [z]) = 0 et la propriété est démontrée.
Puisque E est dense dans F, on pourra vérifier que le fait que toute suite de Cauchy
de (E,d) converge dans (F,d) implique que (F,d) est complet.

Lemme A.3. Soit E et ' deux espaces métriques avec F' complet. Soit Ey une partie
dense de E et f une application uniformément continue de Ey vers F'. Alors f se prolonge
de maniére unique en une fonction uniformément continue de E vers F'.
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